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Soluciones Numéricas de Ecuaciones Diferencialesdimarias

Muchos problemas en la Ingenieria y otras cienumigeglen ser formulados en términos
de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, trayestdoalisticas, teoria de satélites
artificiales, estudio de redes eléctricas, cunagtude vigas, estabilidad de aviones,
teoria de vibraciones, reacciones quimicas y @apéisaciones, de aqui la importancia
de su solucién.

Objetivo: Estudiar los métodos numéricos que permitan obteslaciones numéricas
aproximadas de las ecuaciones diferenciales ords@DOS).

Trataremos los métodos para resolver el probleshaalor inicial y también el valor
frontera.

Métodos de solucion de EDO’s — Problema del Valonlcial

La ecuacién:u'(t) = f (t,u(t)), tO[to,T] (1)

es llamadaEcuacion diferencial de primer orden Aqui f des una funcién real
conocida, de dos variables reateg u, y u es llamada funcién incégnita de variable
independienté. Ademas de estayy f pueden ser vectores, este caso lo veremos mas
adelante y correspondera a un sistema de e EDQydrder orden.

Resolver (1) corresponde a determinar una funaidut), diferenciable, cor O[to, T]

tal queu’(t) = f (t,u(t)) . Cualquier funcidn que satisfaga esta propiedadchassolucion
de la ecuacion diferencial (1). Por ejemplo, unacitn u(t) = C€e'es, para cualquier
valor constante de C, una solucion de la ecuadiéredcial u'(t) =u. Asimismo, cada
ecuacion diferencial de primer orden posee un narimginito de soluciones. De aqui
podemos seleccionar una solucion particular, gojaon la EDO fuera dado un valor
de la solucién u(t) en un punto, por ejempi,)=u, (Condicion Inicial).

Si para la ecuacion diferenciali’(t) =u,con condicién inicialu(0) = 1 entonces
obtenemos C=1y la solucion seti@) = €'.

Problema del Valor Inicial

D

Dados una funciofi RxR - R un intervalo realtp, T] y un valoru, 0 R, el problema d
valor inicial consiste en determinar una funcidfio, T] - R que verifique una ecuacipn
diferencial de primer orden
u'(t) = ftut), tOfto,T]
con la condicion inicial
U(to): Uo

Nota: Antes de empezar a resolver el problemaydsée garantizar que esta tiene
solucion dnica.
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Existencia y unicidad de la solucion

Teorema Sedf: RXR- R una funcién con las siguientes propiedades:

1. f es continua ertg T] con respecto al primer argumento;

2. f es continua segurpschitz con respecto al segundo argumento, esto es, exigte
constantd_>=0 (llamada constante de Lipschitz) tal que

f(tu) - f(tu,) <Lju - Ot O[to, T], Duy,u, OO

Entonces, el problema de valor inicial posee uhacg&m u gue es UnicaAdemas, la solucign
u es continuamente diferenciable ém []

Soluciones Aproximadas

Definicién

Se dice que un conjunto de pun{qﬁ'\ioforma una malla del intervalao], T] si

o< ti<...<tn=T
Los puntog; son llamados nodos de la malla, la distangris-ti.1, i =1,...N,
Se llama paso de la malla. Una malla se digéorme si todas estas distancias son iguale
El valor

UJ

h = maxh
1<i<N

es designado el paso de la malla.

Los métodos numéricos que serdn estudiados a naniim se caracterizan por proveer
valores de la solucion aproximadaen un conjunto finito de puntdsen el intervalo
[to, T].

El valor de la solucion aproximadag en el nodot; sera representado pay, 0 sea,
Ui=Un(t;).

El error de aproximaciom, es una funcion definida pes=u - uy

La solucion aproximada solo esta definida en lodosdi. Para obtener valores en
puntos intermedios, puede utilizarse la interp@lacpor ejemplo lineal, entre cada dos
nodos consecutivos, como se muestra en la figura.

1 & liy_]
I h B2 In1 Iy

Toda vez que las soluciones de las ecuacionesedd@les son funciones, y los
métodos numéricos producen soluciones aproximadasportante tener una forma de
medir la distancia entre dos funciones.

Dada una funcion continuedefinida en el intervaldd, T] se define Y|, lamada norma
maxima dev, por
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M = maxv)
tt, T]

Dadas las funcionesy w, definidas y continuas en el intervatg [[], la distancia entre
ellas seran entonces definidas por

= = e V() )

Es claro que estas funciones seran iguales soyss—w| =0

Convergencia del Método

Un método numérico de solucion de ecuaciones difeakes se dice convergente
cuando

lim, ou, —u =lim, e,/ =0
para todas las soluciones de EDOs que verifiqusenctandiciones de existencia y
unicidad anteriormente mencionadas y para todagdadiciones iniciales tales que
lim| €, (t)| = 0.

Se dice que un método convergente posee ordemgergencia igual p>0 si

lu, —u|<chP
para toddh suficientemente pequeﬁqu]O,+oo[ independiente dk, mas dependiente
de la funciérf que caracteriza una EDO.

Métodos numéricos: descripcion general

La solucion numérica de un problema de valor ihggarealiza, de un modo general, de
la siguiente forma

1. . Definir una mallaft;}|L, en el intervaldty, T];

2. Paraide 1 hasta N determingrque serd el valor de la solucion aproximaglan

el nodot;.
Cabe notar que el valog es una condicion inicial conocida. Los métodos énitns se
distinguen por la forma como son calculados losreal sucesivos de
Los métodos en donde el célculo dees realizado solo con la informacion en el
intervalo i, ti] se llaman métodos den solo paso Los que recurren a informacion
fuera de este intervalo para determinase llaman métodos de multiple paso, o de paso
multiple.

Métodos de un solo paso

Consideremos la ecuacion diferencial
u'(t) = f (t,u(t)) tO[t,T]

Integrando ambos miembros entret+h, se obtiene la relacion
t+h

u(t+h)-u(t) = [ F(&u@)ds

se concluye asimismo que el valor de la soluciG@ce&u en el puntd + h podria ser
calculado sumando al valor de la solucion exactat eh valor de la integral de

f(,u({)) enf, t+h]
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Una vez que el valou(tp) = up es conocido, todos los valores requeridos podséin
obtenidos, bastando para tal considerar una nadieuada.

Nota: Considérese aqui que el paso es uniforme e idual a

Dificultad : La integral anterior involucra una funcion propiaeterminar, que impide
su célculo de modo explicito.

Solucion Prescindir del valor exacto de la integral, caodblo de una forma
aproximada.

De esta forma, los valores modalesudgeran aproximados.

Se define entoncdt, u) como
t+h

Fu) = [ FEu@)de

Y seaFx(t, u) un valor aproximado de(t, u), o sea,
t+h

Futu) = [ f(Eu@)de

Representando pdk(t, u) el error asociado a esta aproximacion, se tielee q
Ft,u)=F, (t,u)+T,(tu)
Este error se llamae&ror de truncaciéon

t+h
La ecuaciénu(t +h) —u(t) = L ’ f(¢,u(¢))d¢ puede ahora ser escrita como

‘M+?_MU:F@M=H@W+R@M -

Haciendoh - 0 y asumiendo que los limites existen se tiene que

u'(t) =lim,_, F, (t,u) +lim, _,T,(t,u)
y entonces, si el error de truncamiento tiendera eah, es legitimo suponer que la
eliminacién de este término en (2) conduzca a tam@ones proximas a la ecuacion
original.

Representando pay, la solucion de (2) cuando se desprecia el errdrudeacion, y
siendo queu; = up(t) los valores nodales da&, se verifica que estos satisfacen la
siguiente relacion de recurrencia.

u,, =u, +hF (t,,u,) i=0L...N-1

Diferentes selecciones de la funciénconducen a diferentes métodos para la solucion
numeérica del problema del valor inicial.
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Métodos de Euler
Este método rara vez se usa en la practica, debigioe es el menos preciso de los
métodos que veremos. Sin embargo su derivaciéanesimple que permite ilustrar las
técnicas que normalmente se utilizan en la constrncde métodos mas avanzados.
Pretendemos resolver

u'(t) = f(t,u(t) , t,=a<t<b

u(t,) =a (Condicionlinicial)
Como dijimos, lo que obtendremos es una aproximaaida funcionu para algunos
puntos pertenecientes al intervalo [a,b]. Una vee tgnemos estos puntos, podemos
encontrar el valor aproximado de la solucion enopuntos, empleando alguna de las

técnicas de interpolacion que ya vimos.

La idea es la aproximacion de la ecuacion difeegnpor el cociente de diferencias
hacia adelante:

u(t + h) - u(t)

5 = u'(t) = f(t,u(t)

Tomamos el tamafio de pase0 (h = (b - a)/n) definiendo
t,=t,+jh , j=0L2...,n
y obtenemos de tal manera

U, =, +hf(t,,u;) (3)

siendo losu; aproximaciones para(t; )

A la ecuacioén (3) se le conoce como Métod&dker Progresivo.

Para Euler Regresivo usar la férmula implicita

Uj,y = U, +hf(t.-+lu,-+1)

(4)

Ejemplo 1
Aplicar el método de Euler progresivo para apr@ifa solucion del problema de
valor inicial:

{u':—u+t+l o<t<1

u) =1
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Solucién

El primer paso, es encontrar el tamafio de pasbgiendo n = 10

Del ejemplo, escogemos

h= b-a _1-0
n 1C

t; =a+jh=0+j.(01

= 0.1, ademas

Luego se obtiene la expresion de recurrencia derEul
Usando el hecho de quig(t,u) = -u+t+1,

u, =1

U, =u;, +hf(t,,u;) =y, +01(-u; +t; +1) =u; + 01(-u; + 01j +1)

=09u, + 001j + 0.1,

ahoraparaj=1

u, = 09u, + 001x1+01= 09x1+ 001+ 01=101

j=04....9
Evaluamos para j = 0 y obtenemos
u, = 09u, + 001x0+0.1=09%x1+0+01=1

EDO
PA. 2009-1

La solucién exacta egt) =t +e™. La siguiente tabla muestra la comparacion entre

los valores aproximadas; y los valores exactos(t; ) .

t, u; u(t;) Error=Ju; -u(t; ) |

0.0 1.000000 1.000000 0.0

0.1 1.000000 1.004837 0.004837
0.2 1.010000 1.018731 0.008731
0.3 1.029000 1.040818 0.011818
0.4 1.056000 1.070320 0.014220
0.5 1.090000 1.106531 0.016041
0.6 1.131441 1.148812 0.017371
0.7 1.178297 1.196585 0.018288
0.8 1.230467 1.249329 0.018862
0.9 1.287420 1.306570 0.019150
1.0 1.348678 1.367879 0.019201

Notese que el error crece ligeramente conformvaler det; aumenta.

Error de truncacion de los métodos de Euler

El error de truncacién en el métodos de Euler pwsed acotado por

finito.

h :
T = ESUI%[%,T]\ f'(t,u(t))

Siendof de claseC’, las condiciones del teorema sobre existenciaigidad de la
solucion permiten concluir qué’(.,u

(8% continua, por lo que su supremo existe y es
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Asimismo el error de truncacion de los métodos ulerssatisface

T,/ <ch

Dondec no depende de, aunque depende de los datos que caracterizaokdéma de
valor inicial: una funciér, el intervalo {,,T], y el valor deus.

Consistencia de un método

Definicidén. Se dice que un método es consistente si

lim, T, =0
Se dice que su orden de consistencia®$ si
Para todd suficientemente pequeiacyO, independiente de
Ty <ch’
Se verifica asi que ambos métodos de Euler tienemden de consistencia igual a 1.
Nota: El error de truncacion (y luego del ordercdesistencia) apenas caracterizan un

error local en cada paso y no el error global dexamaciéon de la solucién exaaigor
Un.

Métodos de Taylor de orden q

Podemos desarrollar la funcia(t) solucion de la EDO en una serie de Taylor &ided
del puntot; de manera de poder encontur.1)

= ' i " i ap,(a) 1 a+l; (a+1)
u(t,,) u(tj)+hu(tj)+2!hu(t].)+...+q!hu (tj)++(q+1)!h u‘ @ (&) -

con h=t,, -t yu, <{<u,
Donde el ultimo término es el error de truncamidatal.

Las derivadas en la expresion (5) no son cono@apticitamente, como la solucién
exacta no es conocida. $ies suficiente derivable, estas pueden ser obtnida
considerandose una derivada totaludg) = f (t,u) con respecto § teniendo en cuenta

quef se una funcién implicita an

El método de Euler consiste en truncar esta sezieTaylor al primer orden, y
recordando que u'= f(t;,u(t;)), podemos generar una sucesion de valores
aproximados; = u(t; )

U, =u; +hf(t;,u;) con u,=a

Si truncamos la serie de Taylor al orden q entoter®smos emétodo de Taylor de
ordenq

Uy, =u; +hT(t;,u;) i=0L...n con u, =t,
Donde

gq-1

h ., h -
TO®,,u) = f(tj,uj)+§f (tj,uj)+...Ff‘q U(t;.u;)

Los métodos de Taylor de orden elevado no son eergkede aplicacion muy practica.

Método de Taylor de orden 2
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2
U, =U; +hi(t, u)+h f'(t;,u;) con u,=a

Ejemplo 2

Aplicar el método de Taylor de orden 2 para apraxita solucién del problema de
valor inicial:

u=-u+t+l1 0<t<l
u0) =1
Solucién

El primer paso, es encontrar el tamafio de pasbgiendo n = 10
Del ejemplo, escogemos

balO
n 1G

t, =a+jh=0+j(0)

= 0.1, ademas

Luego se obtiene la expresion de recurrencia deiTdg orden 2:

Usando el hecho de quig(t,u) =-u+t+1, vy
f'(t,u) :gt(—u+t+1) =-u+l=u-t-1+1=u-t

Luego:
u, =1
h? h?
Ui, =U; +hi(t;,u; )+ f'(t;,u;) =u; +h(-u; +t, +1)+7(uj -t;) j=01...9
Evaluamos paraj=0y obtenemos

h? (©. 1)2

u1:u0+h(—uo+t0+1)+?(u0 t,) =1+ 01x(-1+0+1)+——@1-0)

=1+0+0.005=1.005
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Resumimos los resultados en la siguiente tabla:

t; U

0.0 1.000000
0.1 1.005000
0.2 1.019025
0.3 1.041218
0.4 1.070802
0.5 1.107076
0.6 1.149404
0.7 1.197211
0.8 1.249976
0.9 1.307228
1.0 1.368541

Tarea L

Sea el siguiente problema de valor inicial:
y =-y+x+2
y(0) =2 0<x<03 h=01

Resolver usando el método Taylor de orden 3
Métodos de Runge-Kutta

Los métodos de Taylor esbozados en la seccioni@antienen la desventaja de requerir

el célculo y la evaluaciéon de las derivadad (teu) . Este puede ser un procedimiento

muy complicado y que consuma mucho tiempo paraguaracantidad de problemas. Es
por ello que los métodos de Taylor se usan muy octa practica. Lométodos de

Runge Kutta eliminan el calculo y la evaluacion de las derasadef (t,u )

Consideremos nuevamente la ecuacion diferencialanid
u'(t) = f(t,u(t)) , t,=a<t<b
u(t,) =a (Condicionlnicial)

Para calcular sy en .1 = § + h, dado un valor de,ypodemos integrar la ecuacion
anterior en el intervalo [u, Ui+1]

tj-v»l
U, =u, + jf(t,u)
]

Los diferentes métodos de Runge-Kutta surgen dedigentes aproximaciones
tomadas para calcular la integral de f(t,u)

Método de Runge-Kutta de orden 2
Si aplicamos la regla del trapecio para integyar f(t,y la)sucesion de valores

aproximados a la solucion real es ahora:

Profesores: RGJ-RCS-MOR 9
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h
U, = U, +E[f(tj+1'uj+l)+ 1:(tj 'ui)]

Este método es conocido con el nombre de Métodeutkr Modificado. EI problema
con este método es que del lado derecho apaygague es lo que queremos encontrar.

Sif(t,u) es lineal ey entonces podemos despejay, .

Si aproximamos af (t;,;,u;,;) mediante el método de Euler, entonces tenemos el
Método deRunge-Kutta de orden 2

G;ﬂ = +hf(tj,uj)
h _
uj+1 :Uj +§[f(tj+1’ui+l)+ f(tj’uj)]

Este método suele aparecer bajo lo que se conage notacion canonica, que es la
siguiente

k =hf(t,,u,)
K, =hf(t,,,,u, +k)

o

1
U, = U +§[k1 +K,]

Ejemplo 3

Aplicar el método de Runge-Kutta de orden 2 paraxamar la solucion del problema
de valor inicial:

u=-u+t+1] 0<t<l
u) =1
Solucion
El primer paso, es encontrar el tamafio de pasbgiendo n = 10
Del ejemplo, escogemos
h= b-a _1-0
n 1C
t;=a+jh=0+j.(01

= 0.1, ademas

Luego se obtiene la expresion de recurrencia deddoéle Runge-Kutta de orden 2:
Usando el hecho de quig(t,u) = -u+t+1, y ademas

k, =hf(t;,u;) =h(-u; +t;, +1)

k, =hf(t,,,,u; +k)=h-(u; +k)+t;,, +]]

j#1

Luego:
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u, =1
1 .
Ujg = U; +§[k1 +k,] j=01..9
Evaluamos para j = 0 y obtenemos
k, =hf(t,,u,) =h(-u, +t, +1) = 01x(-1+0+1) =0
k, = hf(t,,u, +k,) = h[—(u, +k ) +t, +1] = 01x (- @+0) + 0.1+1) = 001

u = U, +;[kl +i,] =1+;[o+ 0.007 =1.005

Evaluamos para j = 1 y obtenemos
k, = hf(t,,u,) = h(-u, +t, +1) = 0.1x (-1.005+ 0.1+1) = 0.0095
k, = hf(t,u, +k;,) = h[-(u, + k) +t, +1] = 01x (- (1.005+ 0.0095 + 0.1+1) = 0.0186

u, =u, + ;[k1 +k,] =1.005+ ; [0.0095+ 0.0186 =1.0190

Resumimos los resultados en la siguiente tabla:

L U;
0.0 1.0000
0.1 1.0050
0.2 1.0190
0.3 1.0412
0.4 1.0708
0.5 1.1071
0.6 1.1494
0.7 1.1972
0.8 1.2500
0.9 1.3072
1.0 1.3685

Método de Runge-Kutta de orden 4

Este es el método mas empleado en la practicae Sliergproximar la integral de f(t , u) por la

regla 1/3 de Simpson
g 4l ’ ’
U, = U +6[f(tj’uj)+4f(tj+1/2’uj+1/2)+ f(tj+1’uj+1)]

En notacion canodnica se escribe como

Profesores: RGJ-RCS-MOR 11
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k =hf(t,,u,)

h k
k, =hf(t, +—,u +—*
2 (] 2 2)

J

h k
k.=hf(t. +—,u, +-2
3 (] 2 2)

J

k, =hf(t, +hu, +k,)

Ujy = U +é[k1+2k2 + 2K, +k4]

Ejemplo 4

Aplicar el método de Runge-Kutta de orden 4 parexamar la solucion del problema de valor
inicial:

u=-u+t+l 0<t<l

u@ =1

Solucion
El primer paso, es encontrar el tamafio de pastigiendo n = 10
Del ejemplo, escogemos
b-a_1-0
h= =

n 1C
t, =a+jh=0+j.(0]

= 0.1, ademas

Luego se obtiene la expresion de recurrencia deddoéde Runge-Kutta de orden 4:
Usando el hecho de quigt,u) = -u+t+1, y ademas
k, =hf(t;,u;) =h(-u; +t; +1)

h K K h
k, =hf(t, +5,uj +El) :h(—(uj +El)+(tj +2)+1j

k22)+(tj +2)+1j

k, =hf(t, +hu, +k;) = h(-(u, +k;)+(t, +h)+1)

h k
kg = hf(t +§,uj +?2) :h(—(uj +

Luego:
u, =1

Uy = U, +é[k1 +2k, + 2k, +k,] j=01...9

Evaluamos para j = 0 y obtenemos

Profesores: RGJ-RCS-MOR 12
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k, =hf(t,,u,) =h(-u, +t, +1) = 0.1x(-1+0+1) =0

EDO

PA. 2009-1

k, = hf (t, +2,u0 +k21) = h(—(uo +k21)+(t0 +2)+1j = 0.1x (- (1+0) + (0+ 005) +1) = 0.005

k, = hf(t, +2,uo +k22) = h(— (U, +k22) +(t, +2) +1j = 01x (- (1+0.0029 + (0+ 005) +1) = 0.00475

k, = hf(t, + h,u, +k;) = h(= (U, +k;) + (t, +h) +1) = 01x (- (1+0.00475 + (0+ 0.1) +1)) = 0.009525

Y, =Y, + é [k, +2k, + 2k, +k,]=1+ é [0+2x0.005+ 2x 0.00475+ 0.009524 = 1.00483750

Resumimos los resultados en la siguiente tabla:

L

U,

0.0 1.000000

0.1 1.00483750
0.2 1.01873090
0.3 1.04081842
0.4 1.07032028
0.5 1.10653093
0.6 1.14881193
0.7 1.19658561
0.8 1.24932928
0.9 1.30656999
1.0 1.36787977

Comparacion entre métodos: ejemplo

t, u, ,Euler u; ,Taylor 2 u; ,RK2 u;,RK4 u(tj)
0.0 1.000000 1.000000 1.0000000 1.000000 1.000000
0.1 1.000000 1.005000 1.00500000 1.00483750 131048
0.2 1.010000 1.019025 1.01902500 1.01873090 13187
0.3 1.029000 1.041218 1.04121762 1.04081842 113108
0.4 1.056000 1.070802 1.07080195 1.07032028 121y 03
0.5 1.090000 1.107076 1.10707577 1.10653093 131065
0.6 1.131441 1.149404 1.14940357 1.14881193 1188
0.7 1.178297 1.197211 1.19721023 1.19658561 188065
0.8 1.230467 1.249976 1.24997526 1.24932928 123193
0.9 1.287420 1.307228 1.30722761 1.30656999 173065
1.0 1.348678 1.368541 1.36854098 1.36787977 173678
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Convergencia
En muchas situaciones interesa analizar no el eearuncamiento (que solo ofrece
informacion local), sino mas bien el error de apr@acion global, definido por

E&h=U-Up
En particular interesa saber si este error conveiggro a medida que h tiende a cero y
en caso afirmativo, cual es el orden de convergeteli método.

Definicion. Un método de paso simple se dice qgtisfaae las condiciones de Lipschitz
si Fy, verifica

Fh{!‘._.l-‘]l Fj;{!‘._.ﬂ-‘]l < Lplv—w . te :T-ﬂ_nj__-

para todd >0 suficientemente pequefio, doges independiente de
El resultado siguiente presenta condiciones devatgncia entre los conceptos de
consistencia y convergencia y establece una estmaara el error de aproximacion.

Teorema. Si un método de paso simple satisfacediadiciéon de Lipschitz entonces
sera consistente si y solo si fuera convergente.
Mas aun, para h suficientemente pequefio, se \&rfjfie
en(t)] < el |gg) 4 %ﬁ;'[&ﬁ“"ﬂ ~1],  te[te,T],
Dondee, = u(to) - Un(to)
Si fOCP y las hipoétesis de este teorema se verificanneetlos métodos de Taylor de
orden (de consistencip)tienen orden de convergengialLo mismo se verifica para los
métodos de Runge-Kutta.
En el resultado anterior no son considerados cialguror de redondeo. Considerando
ahora que para cada valgrcalculado esta asociado un error de redorpgsiendod
un maximo en valor absoluto de todos estos err@egntonces posible obtener la
siguiente relacion
en(t)) = elrli=todigy| 4 (@ + i) [ehul=te) 1), 1€ [t T,
L h
Se concluye entonces que cuahdeo0 el terminodh impide que el error se aproxime a
cero. En términos practicos esto significa que rirpde un valor dado de pasos los
errores de redondeo son dominantes relativametds arrores de truncamiento, no
habiendo cualquier ventaja en disminuir el paso.

Sistemas de ecuaciones diferenciales o EDO de ordamerior

Dadas las funcionek,f,...f, de R™'en R, un sistema de ecuaciones diferenciales de
orden 1 definido por

ﬂ'i(t} = f1“1 iy (ﬂﬂ"ﬂ(ﬂw' .11!-“(3}]

ﬂ'r](t} = fi(t1 1y {31111'2“]1 .. '1“‘11!“}'}

u;‘l:{t} = fn{t1u1{ﬂ1ui{ﬂ1"'run{tn

El problema de valor inicial consiste ahora en mheftgar las funciones;, Us,.., U, €n un
intervalo o, T] enR que satisfacen estas ecuaciones diferenciabessgohdiciones

U1(to)= U1,0, Uz(to)= Uz, . . -Un(to)= Uno,

Profesores: RGJ-RCS-MOR 14
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paraus o, Uzo,..., Uno [ R dados.
En una notacidon mas compacta, el sistema de ecgacitiferenciales se representa por

u'(t) = F(t,u(t))
dondeF: R™ _ R" esta definida poF = [f, f. ..f,]" yu es una funcién dRenR"
definidaporu=[uy U, ..uy]".
El problema de valor inicial consiste en determiteafunciénu que satisface esta
ecuacion diferencial vectorial en un intervalQT] y la condicion inicial

u(to) = Uo

para algin, O R
Es posible establecer condiciones de existencianigidad de solucién, para este
problema, analogas a las formuladas en el casaaeauacion diferencial escalar.

Sistemas de ecuaciones diferenciales — Métodos nuités
Los métodos numeéricos de solucion aproximada deblgmaas de valor inicial

estudiados para el caso escalar (una ecuaciomepuser aplicados de una forma
inmediata para el caso vectorial (sistema de ecnas).

U, = U +hF (4,u;),

Considerando una malla dbi}iN:O de pasoh en el intervalo t},T], siendou, una

solucién aproximada del problema de valor inica#, un modo general los valores
Ui=un(t;) pueden ser obtenidos por la expresion de reatieren

parai=0,1,..N-1, siendo también habitual consideugt,)= U.

Es de notar la semejanza entre esta expresioncderencia y la expresion general
utilizada en el caso escalar.

Una funcionFy, se define en términos flede forma analoga al caso escalar.

La principal diferencia reside en el hecho de qseMaloresu; a determinar por via
numérica seran elementos B8 siendo en cada paso necesario calcnlatimeros
reales.

» El método de Euler progresivo conduce a la expned@recurrencia

Wiy = Wy + ff(t:, ;).
» El método de Taylor de orden 2 tiene por expred@recurrencia

h?
W =+ hE(t, u) + ?f (t; ).

Nota: El calculo dd', f", ... puede ser bastante complejo, pues cada canfmdd
depende de t bien directamente bien indirectanmeetreevés de los componentesude
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Ejemplo 5

Considere el siguiente problema de valor inicial

=, t0[o0,1]
u, =t+u, —u, '

LO=1  u,©=0

(a) Determinar una solucién aproximada por el neéutel Euler progresivo con paso 0.1
(b)Determinar una solucion aproximada por el métdedraylor de orden 2 con paso

0.1

Solucién
Se definerfyy f, por

fy(t,u,u,) =uu,
fa(tu,uy) =t+u —u,

La expresion del método de Euler progresiva

U, =U, +hF(ti'ui) Ly e Uz, Wyep1 | W24l

Toma en este caso la forma 0.0 | 1.0000 | 0.0000 | 1.0000 | 0.1000
Uy = Uy, +hfy(t Uy, Uy, ) 0.1 || L0000 | 0.1000 | 1.0100 | 0.2000
Upiuy = Uy, +hiy(t, Uy, Uy,) 0.2 || 1.0100 | 0.2000 | 1.0302 | 0.3010
0.3 || 1.0302 | 0.3010 | 1.0612 | 0.4030

Ademas 0.4 || LOG1Z | 0.4030 | 1.1041 | 0.5096
Uy = Uy +01xuy; xu,, 0.5 || 1.1041 | 0.5096 | 1.1603 | 0.6101
Uy = Uy +0.1%, (6 +Uy; —Uy;) 0.6 || 1.1603 | 0.6191 | 1.2322 | 0.7332
0.7 || 1.2322 | 0.7332 | 1.3225 | 0.8531

Parai =0,1,...,9, con las condiciones iniciales| | g & || 1.3225 | 0.8531 | 1.4353 | 09801
Up = () =1 Uy, =u,(0)=0 0.0 || 1.4353 | 0.9801 | 15760 | 1.1156

1.0 ) 1.5760 | 1.1156 —

b) La expresion del método de Taylor de orden 2 es

h2
Uiy = U +hf(ti'ui)+?f'(ti’ui)

siendo entonces necesario determifaty f5. Estas funciones se obtienen de acuerdo

con
filt un, un) = wau] +wiuh = wyud +ug - (E4+u — ua)
Faltur,ue) = 14w —us =1+ wue — (E+w — u2)

Las expresiones de recurrencia toman entoncesntafo
- 2 "
Upi41 = Uy T 0.1 g gug 3 + 0.005 < [u|.:'11:.:' Uy {t:' T U "-Iz.:'J]'

g1 =gy + 0.1 (G + ey — ug ) + 0.005 = (14w ua; — (G +uis — )

debiendo ser determinadas piara0, 1,...,9 con las condiciones inicialgg=1 y u, =0
La tabla abajo representa los valores obtenidos
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Iy U, Uz Ul 4l | B2 a4l
0.0 1op(e | O | 10050 | 0.1 000
0.1 1.0050 | 0. 1000 | 1.0202 | 0.2010
0.2 10202 | 02010 | 1.0461 | 03038
0.3 10461 | 03038 | 1.0838 | 04004
0.4 1.0&EIR | 0. 4004 | 1.1349 | O.51ET
0.5 11349 | 05187 | 1.2001G | O.G32T
0.6 12016 | 06327 | 1.2871 | 0.TH2L
0.7 1.2571 | 0.7525 | 1.30955 | 08797
0.8 1.3955 | 0.87097 | 1.5328 | 1.0158
0.9 1.5328 | 1.0158 | 1.7073 | 1.14632
1. 17073 | 1.1632 — —

Ecuaciones diferenciales de orden — Problema de valor inicial

w™(t) = f(t,u(®),w'(t), ..., v V(1))

Consiste en determinar una funcid® - R que es solucion de una ecuacion diferencial
dada de orden
En un intervalo dadd,T] y satisface las condiciones iniciales

ulto) = ug

u’(tﬂ.] =1y

u"Vito) = ug" ™"

paraug, Up,....ul"™ O R dados.

La ecuacién diferencial de ordarse transforma de una forma simple en un sistema de
n ecuaciones diferenciales de orden 1.
Considerando las variables dependientes (estmgduhciones)y, Up,...u, definidas

ur(t) =u(t)
uz(t) =u'(t)

g (t) = u'™ V(1)
por
se concluye facilmente qug(t) =u;,,(t parai =1,2,...n-1.
Utilizando estas nuevas se tiene entonces que

af(t) = [u" 0] (6 = u™(0) = £, u(6),u2(8) -, ua(8)
El sistema de ecuaciones diferenciales de ordema entonces la forma

o U1(t) = va2(t)
Prwi(t) = ua(t) 17

ﬂ':'t.(t} = f{taﬂ'l(t}aﬂ'z (t}a' . ?un(t”
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Debiendo su solucion satisfacer las condicione&salas.

ur(to) = o, uz(to) =uh, ..., un(to)=ug .

Ejemplo 6
Determinar, por el método de Euler progresivo casop0.05, una solucion aproximada

de
8" +10sinf =0, t € [0,0.5], 8(0)=0.1, &(0)=0.

Solucion L w1z = Uz 4 U141 Uz il
Definiendo u=6 y u2:9’., se thiene el o0 0. 1000 0.0000 | C.1000 | —0.0499
sistema 'de ecuaciones diferenciales oo | o100 | —oodoo | ooors | —ooo0s
Uy = U .10 | o007 | —00008 | 00025 | —0. 1485
u, =-10sin(u,) 0.15 || 00025 | —0.1485 | 00851 | —0.1047
Las expresiones de recurrencia seran .20 00851 _oo47 | oorse | o270
et =t +0.08 X uay 025 || 0.0754 | —0.2372 | 00635 | —0.2748
Ug i1 = z; — 0.05 x 10sin{u, ;) 0.30 || 0.0635 | —0.2748 | 0.0408 | —0.3066G
conuyp=0.1yu0=0. 035 || 00408 | —0.3066 | 00344 | —0.3314
0.40 || 00344 | —0.3314 | 0.0179 | —0.3485
045 || 00179 | —0.3486 | 0.0004 | —0.3576
050 || 00004 | —0.357G — —
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Problema del Valor Frontera

Sea el problema de valor frontera en una EDO danskegorden

u"=g(t,u,u")

u(to) =ug
u(b) =B

ui

Método del Disparo

Consiste en transformar el problema de valor frante
en un problema de valor inicial, suponiendo una
pendiente s, luego desarrolla con un método
numérico para encontrary (s , §¢ compara con B, \ \

si estos valores no son aproximados se sigue f b
suponiendo pendientes hasta dar al blanco (B)

-y

o Fig. 1 Soluciones numéricas con pendients
Problema de Valor inicial resultante: SV St

u”" =g(t,u,u')
u(tp) =ug
U'(to) =S

Algoritmo del Método del Disparo

H L. B_u
Elija un valor inicial dss=s = Au = 0

=

2. Elija h= bl‘\lto y los puntost; =tg + jh

3. Use un método numérico para solucionar la E.D.@ épanplo RK de orden 4) al
obtenerup =up (S, )comparelo coru(b).
4. Elija un segundo valor pasx= 5 ui | |

B-un Uy ()
= + - N
R |
Luego se aplica un método numérico para obtener ‘ ‘ 5

un (sp)
5. Utilice interpolacion lineal a fin de obtener Uy(s)
elecciones subsecuentes valores pagato es:

\
B —up (sk)
un (Sk+1) —UN (Sk) 5
Con cadas resolvemos el problema de valor inicial
y comparamosiy (Sx  ¥on B
6. Deténgase cuandpuy (sx) — B sea suficientemente pequefio (Criterio de
convergencia).

Sk+2 =Sk + (Sk+1 — Sk)

-

/
2 ~1
Fig. 2 Interpolacion de la pendiente s

mn
n
n
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Método de las diferencias finitas.

Dado el problema de valor inicial de segundo oenvalor frontera

u” + p(u+g(t)u =r(t)
u@=a ulb) =4
se requiere aproximaun', u” usando diferencias centrales.

Para lo cual seleccionamos un numerd® N dividimos el intervalo [a,b] en (N+1) sub-
intervalos iguales., cuyos puntos son los puntda deticula

t =a+ih, parai=0,1,..N+1, donde= "%
N +1

ast<b

Esto nos lleva a formar un sistema lineal de ofdeN, que puede ser resuelto por el
método para resolver SEL discutidos anteriormente.

En los puntos interiores de la reticula t, i= 1,2, la ecuacién diferencial a aproximar
es:

u"(t;) = p(t)u' ;) +alt)udt;) +r(t;) (1)
Sabemos que:
G(t) = utiv) - ZU(;i ) +u(ti—)
h
, u(ti+1) —u(ti—1)
t)=
u'(ti) on
Resultando:
Ultivg) ~2u(6) +utig) _ oy Ve "G L oiyiiy+r) ()
h2 i 2N i i i
en la frontera:
u@=a ul)=4
Definiendo:
Wy =a Wn+1 =B
la ec(2) queda:
e ngi T = ) ML g w () (3)
h 2h

La ec (3) se puede escribir como:

(1+2 p(t; )jWi—l + (— hzq(ti ) - z)wi + (1-2 p(t; )jWi+1 - h2r(ti )
Haciendo:

A=(1+] b))

B, = [~ h2q(t;) - 2)

. =(1-5 ptt)

D, = h?r(t;)
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B, C, e 0w ] [ D-AwW, |
A2 BZ CZ W2 D2
AN—l BN—l CN—l WN—l DN—l
10 .. A By | Wn | [ Dy —CyWyuy |

La solucién del sistema lineal, se puede realipargduccion de Crout.

Ejemplo 7
Dada la E.D.O de tercer orden

u” =sin@") —e'u' - 2tcos() + 25
u@) =5

u'@) =3

u"(0)=7

O<t<1l

Encuentre la curva integral aproximada usando R&rden 2

Usando 4 pasos:

Solucion.-

Haciendo el cambio de variablg=u, w=u’, u=U"

Convirtiendo la EDO en un sistema de EDO’S de prionden, con sus respectivas
condiciones iniciales:

u, = u, u,(0)=5
U, = U, u,(0)=3
u; =sin(u,) —e™u, —2tcos(,) +25 u,(0)=7
El nimero de pasos es 4, por lo tanto el anchpass(h) sera:
h=(1 - 0)/4 = 0.25.
Vector de condiciones iniciales
Z=[5,3,7]
u= Z(1); up = Z(2); us=Z(3);
F=[u, Uz  Sin(us)-exp(-t)*u-2*t*cos(ul)+25];

Algoritmo de RK2 en forma vectorial

Paso 1
5 1 075 1.1875 5.9688
u, =3 +§* 175 +|3.1661 = | 54580
7 5.6642 5.2420 12.4531
Paso 2
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5.9688 1.36451 2.14283 7.7224
u2=| 54580 +;* 311328 +|4.37332 = | 9.2013
124531 5.04019 458166 17.264
Paso 1:
J 1 2 3

K1,J= [0.75000000000000 1.75000000000000 246684967970]
K2;J =[1.18750000000000 3.16606166241992 22497779435]

Paso2:
K1,J = [1.36450770780249 3.11327520343426 (A.9499473519]
K2,J = [ 2.14282650866105 4.3733232021180581466399404627]

Paso4:
K1,J = 3.52220957785520 5.51279173822577 863204881154
K2,J = 4.90040751241164 6.69496400042865 04.5788981630

Runge-Kutta solution to u™’ = f(t, u, u‘, u*).

t(k) u(k)
0 5.000000
0.25 5.968750
0.50 7.722417
0.75 10.562251
1.0 14.773559
Ejemplo 8
Resolver:
2
M+exy$/+y2)(:0
dx? dx
Con la condicién de frontera: x=0  y=0
x50 y=1
Solucion

Haciendo el cambio de variablg=y, w=y'

Convirtiendo la EDO en un sistema de EDO’S de prionden, con sus respectivas

condiciones iniciales:

{ui =u, U, © :10 0
Uy =—e"u, —tuy L O) == 7 =2

Considerando h=0.1, por lo tanto el nimero de p@spsera:

N=(0.5- 0)/0.1 =5.

Vector de condiciones iniciales

Z=[0 2]

Estimar y(x), utilizando el método del disparo (&uwler modificado 0 RK2 con h=0.1)
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[T,Z] = rks2('Fn1',0,0.5,[0¢$,5)

K1= 0.2000 -0.2000
K2 = 0.1800 -0.1840

Z(1,)= 0.1900 1.8080

K1= 0.1808 -0.1846
K2= 0.1623 -0.1776

Z(2,) = 0.3616 1.6269

Kl1= 0.1627 -0.1775
K2= 10.1449 -0.1779

Z(3,) = 05154 1.4492
Kl1= 0.1449 -0.1771
K2= 0.1272 -0.1831
Z(4,) = 06514 1.2691

Ki1= 0.1269 -0.1817
K2 = 0.1087 -0.1908

Z= 0.7693 1.0829

X y
0.0 0 2.0000 -p)
0.1 0.1900 1.8080
0.2 0.3616 1.6269
0.3 0.5154 1.4492
0.4 0.6514 1.2691
0.5 | 0.7693 1.0829
5(So)
S =2 +1'Ool':7%93: 246 (estimando otra pendiente)
X y Y

0.0 0 [24600 4

0.1 0.2337 2.2232
0.2 0.4446 1.9978
0.3 0.6333 1.7727
0.4 0.7992 1.5395

0.5 1.2932
Ys5(S1)

Interpolando

EDO
PA. 2009-1
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B_Ys(so) _ 7

R S e R

y y
0.0 0 [2.6170 4§
0.1 0.2486 2.3649
0.2 0.4730 2.1241
0.3 0.6735 1.8823
0.4 0.8495 1.6298
0.5 0.9996 1.3615

Ys5(S2)

B-Ys(s)

=22 - =2618
Y5 (Sz) _Y5 (Sl)

%zsl"'(sz_sl)

y y
0.0 0 [ 2.6180 4
0.1 | 02487 2.3658
0.2 | 04731 2.1249
0.3 | 06737 1.8830
0.4 | 08498 1.6304

0.5 1.0000 1.3619

Ys5(Ss)
Error:
|B -¥S3)|=0
Ejemplo 9

.Resolver aplicando diferencias finitas:

y' = (-2/X)y'+(2/x?)y+sin(Lnx)/x¢
y(1)=1
y(2)=2
h=0.2

Solucidn
y" = p(X)y’+a(x)y+r(x)

p(x)=-2
X
40x)= 5
X
[(x) = S|n(ln2(xi )

EDO
PA. 2009-1
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A :(1"'2 p(xi)j

8, = - (h?a(x) +2)
_(,_h

C = (1 ) p(% )j

D, = h%r(x)

-2.0556 1.1667

0 0 X, —-0.8283

0.8571 -2.0408 1.1429 0 X, 0.0067
0 0.8750 -2.0313 1.1250 || X, 0.0071
0 0 0.8889 -2.0247| X, —2.2154

The finite difference solution to X = f(t,x,x").

t(k)

1.00000000000000
1.20000000000000
1.40000000000000
1.60000000000000
1.80000000000000
2.00000000000000

Tarea 2

yay1

1.00000000000000
1.18692106203224
1.38127313638853
1.58226407575024
1.78883227403986
2.00000000000000

EDO
PA. 2009-1

Utilizando método del disparo con (N=5 sub-intérgay usando RK2 o RK4) resolver:

X%y" + xy' + (x*-3)y = 0
y(1)=0y y(2)=2

Solucion

So= 2.0000 XSo) = 1.4715
S, = 2.5285 s5{S1) = 1.8603
s, =2718 ¥(S;) = 1.9998
s, = 2.7186 ¥(S3) = 2.0002
Error: | B -XSg) | =0.0002
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APLICACIONES
Ejemplol
Se ha comprobado que, en algunas circunstanciasyureero de individuos de
determinadas poblaciones de bacterias se rigapey kiguiente

y'(t) = 02y(t)
La variablet es el tiempo, medido en horagy(® es el nUmero de miles de bacterias
que hay en el instante
Al comienzo de un determinado experimento hay dMatterias, ¢ Cuantas habra 10
horas mas tarde?. ¢ En que instante habra 100,066ia8?

Solucion:
Si se mide el tiempo en horas y se empieza a cahtaomienzo del experimento,
puesto que se desea saber cuantas bacterias leadap 10 horas, se tiene que el
problema a resolver es:
y'=02y t0[01L0
y(0) =10
>>f=inline('0.2*y’,’t’,’y")
f=
Inline function:
f(t,y) = 0.2*y
>> 0de23(f,[0,10],30)
"A simple vista" se puede ver que el valor en tes0aproximadamente 220, lo que
significa que pasadas 10 horas habra (aprox.) @@GAacterias.

240

200 -

150 -

100 -

a0 -

Si se desea aun mayor exactitud, se puede usatda siguiente
>> [t,y]=ode23(f,[0,10],30)

y ver cuanto vale la ultima componente del vector y

>> y(end)

ans =

221.5562
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Ejemplo2

Un ejemplo es el modelo de Lotka-Volterra, tamhiénocido como modelo de presa-
depredador, ya que modeliza la situacion en lahayedos especies que conviven y una
de ellas es depredadora de la otra.

Si denotamos porift) el nimero de presas en el instante t y pé) ¥l numero de
depredadores en el instante t, el modelo de Lotdgekfa establece que el nimero de
individuos de cada especie evoluciona en el tierdpoacuerdo con el sistema
diferencial:

{ y, =ay, —by,y,
Yy, =—Cy, + dylyZ

en el que las constantes a, b, c y d varian deaso & otro, ya que dependen de la
natalidad y agresividad de cada especie. Obséquesahora se tienen dos incégnitas y
dos ecuaciones.

A este sistema habra que afiadir, como en el casondesola ecuacion, unas

condiciones iniciales que indiquen cual es la sitirade partida, es decir, cuantos
individuos de cada especie hay en el instanteainici

{ y, =ay, —by,y,
Y, = —Cy, +dy,y,
Yaty) = A
Y.(t;) =B

Para resolver con MATLAB este sistema se deberiereplugar, escribir con notacion
vectorial:

(yij :( ay, —by,y, j
ylz —cy, +dyy,
(yl(to)J :(Aj
Y.(t;)) B

>> f=inline([a*y(1)-b*y(1)*y(2)-cry(2)+d*y(1)*y(2 )I,T.,Y)
Después, la resolucion es anéloga, observandaaganticion inicial también es ahora
un vector:

>> 0de23(f,[t0,tf],[A:B])

Ejemplo: Calcular la solucion de:

{ y, = 05y, — 02y, Y,

y, =—-05cy, + 01y,y,

y,(t,) =4

Y, (t,) =4

>> f=inline('[0.5*y(1)-0.2*y(1)*y(2);
-0.5%y(2)+0.1*y(1)*y(2)]','t,'y’)

>> ode23(f,[0,60],[4;4])

>> axis([0,60,0,20])

Obsérvese el comportamiento periddico de la sahydipico de las soluciones de este
modelo.

PRESAS
l W1

. L
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Problemas Propuestos

P1.- La ecuacion diferencial: dv/dt=2000/(200-tkdy/representa el movimiento de un
cuerpo con una masa inicial de 200 kg, bajo laéacpermanente de una fuerza de 2000
N y que va perdiendo un kg de su masa por cadandegC@onsidere ahora que el

mismo cuerpo en movimiento soporta la resistengiaide, numéricamente igual al
doble del valor de su velocidad (v). Se pide eneor velocidad para t=50 seg, si
cuando t=0 el cuerpo esta en reposo, usando etdmdwEuler modificado (0 RK-2)

con h=>5.

P2.- Dada la siguiente ecuacion: y' = 1 + xy*+y
y(0)=0

Se Pide:

Encontrar el algoritmo de Taylor de orden 4
Aproximar y(0.2) usando el algoritmo de a); h=0.1
Calcular el error cometido

P3.- Un proyectil de masa m=0.10 kg. se lanzacadniente hacia arriba con una
velocidad inicial de Vo=80 m/seg y se va frenanebido a la fuerza de gravedag~
mg y a la resistencia del aire=~kV?, donde g=9.8 m/séy k=0.02 kg/m. La ecuacién
diferencial para la velocidad V esta dada por: mving - k\2.

Calcule la velocidad para t=0.05, 0.10 y 0.15 sdganaplicando RK-2 o Euler
mejorado.
Estime el tiempo que tarda el proyectil en alcaszmamaxima altura

P4.- Dado el problema de valor inicial:

y = (1) - (yt) - ¥

y(1)=-1

Se Pide:

¢, Cual seria el valor de h adecuado, si se conaeg gu-0.95000 (aproximacion en el
primer paso, usando el algoritmo de Euler)?

Con h encontrado en a) calcular 4 pasos por eldoéte Euler (i=0,1,2,3,4).

Usando la ecuacion del error global de Euler, ddtear el valor de “h” necesario para
que:

ly(1.20)-y|<=0.005.

P5.- Sea el problema de valor inicial:

X' =1-x/t
x(2)=2

Demuestre que:

X" = (1-2X)t
® derivada de orden n
x® = {-nx" Mt
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Calcular x(2.1) aplicando Taylor de orden k (h=ha3ta tener 5 c.d.e.

¢, Si desea calcular x(2.1), con h=0.05; expliqueacoafcularia el numero de términos
necesarios para tener la misma precision de laiptadp).

P6.- Usando Runge-Kutta de orden 4, hallar la satude la ecuacién diferencial:
y'=0.25y/+x?
En el intervalo [0,0.5], teniendo en cuanta la ¢oidd y(0) = -1 (tomar h=0.1)

P7.- Dada la ecuacién diferencial: dy/dx=0.1(y¥x)
Con la condicion inicial: y(1)=3, estimar y(1.75amndo el siguiente método de RK de
cuarto orden y h=0.25

P8.- En un canal abierto se desea medir el caedah dlujo de agua que fluye a través
de un vertedero en forma de “V”. Se conoce quétlaaadel perimetro mojado del
vertedero es 1 metro (H) y el ancho es de 1.5 mélno La ecuacion diferencial que
expresa la relacion entre el caudal y la altuda sgyuiente:

dQrdy = (2gY}* (LH) (H-Y)  Q(0)=0

Se pide encontrar por el método de Milne el caaddd cm de altura.

Sugerencia.- Usar h=2.5 cm y el método de RungtaKiet orden 4 para calculos
previos.

P9.- Resolver:

2X'+y —y=t

X +y =t

x(0)=1 y(0)=0

Aproximar y(0.2) considerando h=0.1, aplicando étado de Runge Kutta de orden 3.
Aproximar x(0.2) considerando h=0.1, aplicando étado de Runge Kutta de orden 2.

P10.- Resolver la ecuacion diferencial de segumdero
y' -2y’ + 2y = ésenx

x en [0,1]

y(0)=-0.4

y'(0) =-0.6

Aplique Runge Kutta de orden 4, con h=0.1

P11.- Se tiene:

X =x2—y+é

y=x-y +é

x(0)=x'(0)=0

y(0)=1, y(0)=-2

Aplique Runge-Kutta de orden 2; para obtener x(Qy25.25), x(0.5), y(0.5)

P12.- Dada la ecuacion de segundo orden:
~@" () +01g'(x) =€
p0)=¢'(2=0 0<x<2
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Resolver la EDO no lineal utilizando el método agdiferencias finitas con h=0.5
P13.- Resolver:
2
d y+exyiy+y2xzo

dx? dx
Con la condicién de frontera: x=0  y=0

x50 y=1

Estimar y(x), utilizando el método del disparo (&uwler modificado y h=0.1)

P14.- El Problema de valor de frontera normalmeatexpresa:

Y'=P(X) Yy +Q(X) y + R(X)

xen[ab] y@=m y(b)=n

Estudie las modificaciones en el enfoque de difgesrfinitas para los siguientes casos:

La condicién de frontera y(a)=m se reemplaza p@)yu
La condicién de frontera y(b)=n se reemplaza p¢)ygw
Se realizan las modificaciones a) y b)

P15.- Utilizando diferencias finitas con (N=4 subervalos) resolver:%” + xy’ + (x*-
3)y=0
y(1)=0y y(2)=2

P16.- Resolver aplicando diferencias finitas:

y' = (-2IX)y'+(2/x?)y+sen(Lnx)/X

y(1)=1

y(2)=2

h=0.2

P17 .- Un sistema mecanico compuesto por dos essentserie y unido a dos masas
obedece a la siguiente ecuacién diferencial:

My ==kx+ k(%= %
mX =-k(x= %)

Sikl=6;k2=4,ml1=1; m2=1; x1(0)=0;1¢0)=1 ; x2(0)=0 ; x2'(0)=-1
Reducir a un sistema de ecuaciones diferencialesimer orden

Calcular x1(0.1) y x2(0.1), utilizando Euler cos10.05

Estime el error de la aproximacion obtenida y camen respuesta.

P18 .- El sistema de ecuaciones que describe teerges i(t) e (t) en la red eléctrica
gue contiene una resistencia, una inductanciagondensador es:
di
E(t) = L—-+i,R ]
( ) dt 2

. ¢, .

|2R:Ej(|1_|2)dt <E>
Calcular el valor de{0.03) e $(0.03) aplicando T
Runge-Kutta de orden 2, con h = 0.01. Donde E f
=60V, L=1 H, R=5Q, C = 10* F, y dondei 1
e b son inicialmente son inicialmente iguales a
cero.
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