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VALORES Y VECTORES PROPIOS

El calculo de los valores propios y de los vectqrexios de una matriz tiene gran
importancia en las matematicas y en la ingenieslgunos de estos campos de
aplicacion son:

- Sistemas Mecanicos vibratorios y resonancias- #algropiosu’(frecuencia de
resonancia) y los vectores propios dados por latosaaturales de vibracion.

- Circuitos eléctricos-circuitos resonantes

- Célculos de Esfuerzos y Deformaciones.

- Transformaciones Geométricas usando Matrices.(dgd®otacion)

- Estabilidad de los sistemas lineales.(p.e. Ingengk Control)

Definicion 1

SeaA una matriz cuadrada de orden n con componentéglero C). Un escalar se
dice que es un valor propio desi existe un vecton JK",u#0 tal que

Au=Au. ()
En estas condiciones decimos ques vector propio d& asociado al valor propio

El problema de los valores propios de una matriz @drada A, consiste en
determinar los escalaresA que proporcionan soluciones diferentes de la triai al
sistema lineal (1) Es decir, soluciones tales quet 0.

Notese que si satisface la ecuacion (1), también un multiplateabo de u (cualquier
vector paralela) es una solucion.

. 1 2
Ejemplo 1. SeaA=
21

el 3

tenemos que:
A,=3 es el valor propio d&, y

u, = [1 1]t es vector propio d& asociado al valor propigd, =3

3 1 2||1 1
Ademas, puesto que =-
2 1||1-1 -1

tenemos que:
A,=-1es el valor propio d&, y

U, = [1 —1]t es vector propio d& asociado al valor propid,=-1
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Teorema 1
SeaA una matriz cuadrada. Entoncess valor propio dé si y solo si det(Adl) =0

Demostracion:

A valorpropiodeA = u#z0, Au=A\u

= Uz0y(A-Mu=0

= (A -Al)u = Oesunsistemacompatiblendetermiado
<= det(A-Al) =0

Definiciéon 2

SeaA una matriz cuadrada.
) p(A) =det(A— A1) se llamgolinomio caracteristicode A

i) p(A) =0 se llamaecuacion caracteristicade A

1)) Llamaremos multiplicidad algebraica de un valormwol , representada por
m, (4), a la multiplicidad del como raiz dep(4) = O

Teorema 2
SeaA una matriz cuadrada de orden n con component&syeA un valor propio dé\.
El conjunto

E(A) ={uOR": (A= A)u=0}
es un subespacio vectorial dé R

Demostracién Ejercicio
Definicién 3

Sea AUM,,,(K )y A un valor propio dé\. El subespacio vectorial B() es llamado
espacio propio de A asociado al valor propid .

Nota
El conjunto de todos los vectores propios de unttiznd asociados al valor propid
es dado por E{) — {0}

Calculo de los Valores y Vectores Propios

Vamos a sistematizar el procedimiento a seguirl edleulo de los valores y vectores
propios de una matrix cuadrada

1. Calcular el polinomio caracteristico 8e i.e p(1) =det(A-Al )

2. Resolver la ecuacionp(A) = Opara obtener las raices de la ecuacion
caracteristica (estas raices son los valores Fai@d)

3. Cuando calculamos los vectores propios de una zn@ddida, asociados a cierto
valor propio A, tenemos que resolver el sistema homogéned (A= 0 que
tiene que ser indeterminado. Como tal debe deienisa fila nula en la matriz
A- A 1., si tal no ocurriera algun error fue cometido.
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Definicion 4
La dimension del subespacio propio es llamadaudiplicidad geométrica(m.g.) del
valor propio y algunas vecétulidadde (A-Al).

Teorema 3
Sea A una matriz cuadrada de orden nAyun valor propio deA. Entonces, la
multiplicidad geométrica d& es menor o igual a la multiplicidad algebraica\de

Este resultado nos permite concluir inmediatameaqnte si un valor propio tiene
multiplicidad algebraica 1, entonces su multipéaddyeométrica es también 1.

Ejemplo 2
Para la matriz A del ejemplo 1, tenemos:

A_M{l 2}_/{1 0}

2 1 01
-2 2
12 1-2
=(1-A)-4=01-1-2)(1-1+2)
=(B-A)(-1-2)=0

Por lo tanto, los valores propios Aeon:
*A; = 3 con multiplicidad algebraicam 1y
*A, = -1 con multiplicidad algebraicam 1
Parad; = 3, tenemos que resolver

1-3 2 (x| -2 2|x|_|0
2 1-3|x%| | 2 -2|x]| |0
Tomamos como variable librexay como variable basicaxa

wocn ]

La multiplicidad geométrica dé& = 3 es m.g.=dini{er(A - 31))=1
El vector[L 1] es un vector propio de A con valor progie 3
Parad; = -1, tenemos que resolver

1-(-) 2 | 12 2% |_|0
2 1-(-D| x| |2 2|x| |0
Tomamos como variable librexay como variable basicaxa

e

La multiplicidad geométrica dé& = -1 es m.g.=dinKer(A+l))=1
El vector[l —1]t es un vector propio de A con valor prodie -1
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Ejemplo 3
Encuentre los valores y espacios propios de laiznatr

>

I
N RO
N oA
N NN

Solucion
Encontremos el polinomio caracteristico de la m#ri

5-1 4 2
de{A-Al)=| 4 5-1 2
2 2 2-)
=(5-2)(5-A)2-4)-4]-44(2-1)-4]+2[8-2(5- )]

=(5-A)10- 71 + 2° - 4)- 4(8- 41 - 4) + 2(8-10+24)
=(5-2)A-1)1-6)+16(1-1)+4(1-1)
=(1-2)[(5-A)(n-6)+20]
= (A -1)(- 22 +111 -10)

=-(1-1)(A-1)(A -10)

=—(1-1°(1 -10).
Luego los valores propios somt =1 conm,= 2 (la raiz se repite 2 veces) ¥=  @dn
me=1.
Encontremos los vectores propios asociados cors estlores propios. Nuevamente
resolvemos el sistema homogér{do- A1) x=0, para A = 1y A =10.

ParaA = 10tenemos:

-5 4 2] x) (0

(A-101) 4 -5 2|x,|=|0

2 2 -8|x) |0
-5 4 2:0 Aplicando -5 4 2:0
) ?peramone 9 18.
4 -5 2:0|0MOO-| O o E:o
2 2 -8:0 o o 0:0

Las soluciones del sistema som; =2x, y X, =2x, LOsS vectores propios asociados
con A = 10son de la forma

R N DN

X
U =| X, | =X
X3

El sub-espacio caracteristico o propio para e&0
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2 2
Eo=1%|2:%U0R{=gen|2|;. (mg.=1)
1 1
Resolvamos ahora el sistema pata 1, es decir,
4 4 2\ x 0
(A-1)x=|4 4 2| x,|=|0].
2 2 1)X 0

4 4 2:0) mieardo (11 1/2:0
4 4 2:0|0MO0-/0 O O :0]|.
2 2 10 00 0°:0

Las soluciones al sistema homogéneo estan dadas ypector

X, X, 1 0
X=X, |= X, =x| 0 [+Xx| 1 |,
X3 —2X — 2% -2 -2

dondex, y X, son parametros reales.

El subespacio propio asociado al valér= est

1 0 1 0
E =% O |+%| 1 [:xUR,x0R=gen| 0 || 1
-2 -2 -2)\-2

Observe dimE, =2=m.g.(multiplicidad geométrica) es igual a la nplltidad
algebraica de la ecuacién caracteristica, esteohestimportante en la diagonalizacién
de matrices como lo veremos mas adelante.

Propiedades de Valores y Vectores Propios
Proposicion 1

SeaAUM ., (K )entonces

a) El producto de los valores propiosAes igual al determinante de
b) La suma de los valores propiosAles igual a la traza de
Demostracion:

a) SeaAd;,A,...,A, los valores propios d&, luego
p(A) =det(A-A1) =(-1)"A" +cn_1)l”‘1 +...+CA+Cy = (D" (X=A)(X=A,)...(x=A,)
Igualando términos
Co = A xA, x...xA, = p(0) =det(A) =c, = A xA, x....xA, ]

b) Ejercicio
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Proposicion 2
SeaAUM ., (K )entonces

a) Si A es valor propio d& (invertible) entoncesi™ es valor propio da™
b) Si A es valor propio dé& entoncest A es valor propio daA, a OR\{0}

Teorema 4
Vectores propios asociados a valores propios thstison linealmente independientes.

Demostracion

Sea A una matriz cuadrada de orden no;yy u, vectores propios de A asociados
respectivamente a los valores proplasy Az Si AiZ Ay, queremos probar que el
conjunto {u; , ug}es linealmente independiente.

Seam,,a, R/ aju; +a,u, =0 @® = Alau, +a,u,)=0

e Alau,)+ A(a,u,) =0= a,(Au,) +a,(Au,) =0

comoAu, = A u;; Au, = A,u, = aAhu; +a,A,u, =0 2

multiplicando () XA, : A,a,u; + A,a,u, =0 (©))

sustituyedoen(1l) a, =0

Asi probamos que sr,u; +a,u, =0= a; =a, =0 Aplicando induccion tenemos el
resultado final. [

Diagonalizacion de una matriz

Definicion 5
Dos matrices A y B, de orden n, se dicen son senegasi existe una matriz P, de
orden n, invertible tal que B ="RP

Teorema 5
Sean A y B dos matrices semejantes de orden nagon

(i) Ay B tienen el mismo determinante

(i) Ay B tienen el mismo polinomio caracteristico

(i) Ay B tienen los mismos valores propios

(iv) Siu es un vector propio de A asociado al valor propientonces Pu es
vector propio de B asociado al valor propio

Demostracion:
() ComoB = PAP tenemosB =|P*AP = PY|A|P =|1P|AH =|A

(i) [B-Al=P'AP-Al = P*AP- AP P = PY(A- )P =P(A- AP = A- Al

(iif) Consecuencia de (ii)

(iv) Siu es un vector propio de A asociado al valor propientonces
Au=Au= P APPu=PAu= P'AP)(Pu)= A (P'u)

= B(PMu)=A(Pu)
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O seaP'ues vector propio de A asociado al valor propio

Definicion 6

Una matrizA de orden n se dice que dmgonizable si es semejante a una matriz
diagonal D, es decir diremos que una matriz Aliagonalizablesi existe una matriz P
no singular que verifique qué"RP=D.

Observaciones
* Todas la matrices simétricas son diagonalizables
» Los valores propios de A son los elementos dedgaial de la matriz D
» Sila multiplicidad geométrica es menor que la iplitidad aritmética entonces
es posible encontrar los demas vectores asociadosuaando la definicion de
vectores propios generalizados.

s Si P esta4 formado por vectores propios generalizadomultiplicar PAP
encontramos una matriz diagonal por bloques coaamdio matriz de Jordan.

Definicion 7
Vectores Propios Generalizados — son aquellos nesctjue se encuentran mediante la
siguiente ecuacion:

(A=A =x*  con x*?  conocido

Teorema 6
Una matrizA es diagonalizable si y solo si admite n vectorepips que constituye un
conjunto linealmente independiente

Demostracion
() o |
Sea P una matriz invertible tal quéA® es diagonal. Sea

P= [I'__:l O (__'ﬂ]

A
(}'Iﬁ

PlApP=

Entonces
A

Az
AP=PF

A0, Cy L Gy =0y Oy o G
-’1'lr:
i.e para cadai=1,2,...,n
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AC = AC

i.e C; es vector propio dA asociado al;. Por otro lado como P es invertible, tenemos
el conjunto C1,C,,...G} linealmente independiente.

€«

(Rec):l'procamente, sean {Xy,,..%,} un conjunto linealmente independiente de vectores
propios de la matriz A, asociados a los valorepipgA,4,,...,4, entonces, para cada

I =12,...,n tenemos quedx = A X;

Sea P=[x1,x2,...,xi ,...,xn]. Entonces:AP:[Alxl,/lzxz,...,/lm,...,/]nxn]

Sea

Y1
\Z
_ : . 0 seizj
p1= la matriz inversa de P. entonces  [u][xi] = { ) setTd
Y sei=]
L ¥n |
Luego:
T
Yz M
: Az
P_]'AP: y [)‘.11‘1,)‘.:1‘2,....z'l'i.ll'!,.....-:l'l.:.:ﬂ'.'ﬂ]=
’1"'?1-
L M
| |
Corolario 1

Si A es una matriz cuadrada de orden rA Siene n valores propios distintos entonces
A es diagonalizable.

Demostracion

Inmediata.

Corolario 2
Una matriz A es diagonizable si la multiplicidddebraica es igual a la multiplicidad
geomeétrica para cada valor propio

Ejemplo 4:
1 00
SealamatriB={4 3 2
4 2 3
detB-A1)=0 = (-1-A)A-A)(T7-A)=0= A=-LA=0A=7
Entonces la matriz es diagonalizable, pues es sateeq la matriz

tiene 3 valores propios distintos, se nota que:

-1 00
0 10
0 07
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Ejemplo 5:
310

SeaC=|0 3 1], teniendo que
0 0 3

detC-A1)=0 < (3-1)®=0 < A =3 (multiplicidad algebraica g¥3)
Verificamos que la matriz C tiene un Unico valoogo 3. En este caso los vectores
1

propios. Asociados aA=3, son vectores no nulos dados ptoiO| tOR, la

0
multiplicidad geométrica del valor propio 3 es In,(# m;) Entonces, Cno es
diagonizable

Ejemplo 6:
1 0 -2
Sea la matriz 0 0 O |, tiene dos valores propios distintos, 0 (de miidigad
-2 0 4
algebraica 2) y 5 (multiplicidad algebraica 1)
Como
1 0 -2
A-0l=l0 0 O
-2 0 4

Tenemos que la multiplicidad geomeétrica del valop 0 es 2, por lo quen, =m,
Por otro lado verificamos que los vectores promesA, asociados al valor propio

2 0
A1=0, son los vectores no nulos de la form® |+ 5| 1|, a,B0OR
1 0

Los vectores propios asociados al valor propis5, son vectores no nulos de la forma
1 2 0 1

0 |, yOR. Entonces,P={0 1 0 |, es una matriz diagonalizante de A. En
-2 1 0 -2

efectoP*!AP =D =

o O O
o O O
g1 O O

Proposicion 3:
Para una matriz A simétrica, sus vectores propsosiados a valores propios diferentes
son ortogonales.

Demostracion:
Sean X, X, vectores propios d& asociados & ,,A ,respectivamente. Se sabe que

AX, =4, X, y AX,=4,X,. Ahora si escribimos los vectores como matrices
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columnas, o productos escalares o simplemente gimaoatricial de la transpuesta de
la matriz por la segunda, como

AX s X, = (AX)' X, = X,.A"X, = X, *.A.X,
Como Aes simétricaA' = A y como X, X, son vectores propios d&, tenemos que:
A X, X, =4 ,X, X, dr -4, )X, X, =0
comoA ;# A , concluimos queX, [X, =00 sea queX,, X, son ortogonales.
Definicion 8
Se dice que un conjunto de vectofes, X,,..,X,, sor} ortonormales si:

Xix'z{o (I;tj)
L1 (=)

Métodos de Solucion lterativos

Localizacion de los Valores Propios

Teorema 7
SiA es un valor propio cualquiera de entonces  |A|<|A|

Teorema 8(Teorema de Gershgorin)
SeaA una matriz cuadrada de orden nd;y i =12,...,n los discos cuyos centros son
los elementosa; y cuyos radios; son dados por

r,:Z]Ja,j i=12...,n
i j= i
IE]

Sea D la union de todos los discds Entonces, todos los valores propiosAlse
encuentran contenidos en D.

Demostraciéon
SeaA un valor propio de Ay X su vector correspondietabquemax\xi\ =1.

Entonces
AX = AX
De donde
(A —ag)r; = Zﬂnijxj-. i=1,2,...n
=i

=
Suponiendo que |1, entonces

A —aw] =) a2
i=1
i

h

> laki| =7k

=1

JF

[

10
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i.e los valores propios estan contenidas en diggg como A es arbitrario, entonces
todos los valores propios de A deben de estar smute en la unidén de todos los discos.
|

Ejemplo 7
5 -2 0

La matriz A=|-2 3 -1 tiene como sus valores  propios
0O -1 1

A, =0.41584, =2.2943A; =6.2899. Calculando los discos de Gershgorin, tenemos
di:A-§</-2+0=2
dp:A-3<-2+/-1=3
dy: A-1</0+-1=1
Como todos los valores propios de A son realeshserwando la figura que en cada
disco debemos tener un valor propio, podemos deeir

» Existe un valor propiod;, que esta dentro del disco centrado en 5 y racko 2,
efecto:3< A; =6.2899< 7

» Existe un valor propiod,, que esta dentro del disco centrado en 3 y raco 3,
efecto:0< A, =22943<6

» Existe un valor propiod,, que esta dentro del disco centrado en 1 y racka 1,
efecto:0< A, =0.4148< 2

Img

11
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Método de la Potencia

Para aplicar el método de la potencia debemos supoe:
a) la matriz A de orden n, tiene n valores caraciedst A, ,A4, ,....... A, con una

coleccion asociada de vectores caracteristicos?{v® ,...v(" }los cuales son

linealmente independientes
b) Ademés supondremos que A tiene precisamente wm gafacteristico que es el
mayor en magnitud y que, por esta razon, supondremeA, ,4, ,....... A, denotan

a los valores caracteristicos de A con:
Ay >|2,] 2.2 |4, | 2 0.

Si xes cualquier vector erf]", el hecho de que §® v? ..v(" } sean linealmente
independientes implica que existen constantesg,..a, con

X=Ya, vl (2)
=1
Multiplicando ambos lados de la ecuacion (2) pér, A? ,......,A, obtenemos:
Ax = Zaj Av) = ZUj/}jv(”
=1 j=1
Ax=3"a, AV =>"a,2,v0 ©)
=1 j=1

n n
Ky — k() — Ky, (0)
Ax—ZajAv —Zaj/]jv
= i

factorizandoad ¥ en ultima ecuacion de (3)

Si|A,]> A,

1 k
,para j=2,3..,n, implica quh’;mk_m(lj =0
lim, .. Ax=lim,__ Aa,v® 2)(

Esta sucesion convergera a cero Ai >4, y divergira siA|<|A;|, siempre y

cuandog, #0. Se puede tomar ventaja de la ecuacion (4) sssalee las potencias
A*xde una manera apropiada, para asegurar que & Bmi4) sea finito y no cero. El

12
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escalamiento comienza escogiendox acomo un vector unitariox ® relativo a la
norma infinita( |_).

Algoritmo de la Potencia

Para aproximar el valor caracteristico dominansel yector caracteristico asociado de
la matriz A de orden n, dado un vector inicial mbonx

Entrada: dimension n, Matriz A, vector Xx; tolerancia TOhfimero maximo de
iteraciones MAX
Salida  : valor caracteristico aproximado; vector ctadstico aproximadox (con

|| =1) 6 un mensaje de que el nimero de iteracioreesxoedido.

Paso 1: k=1
Paso 2: Encontrar un entero p cbg psn y ‘xp‘ =[x

X
Paso 3: Tomax =—
XP

Paso 4: Mientras que<KMAX) seguir los pasos 5 -10

Paso 5: Tomay = Ax
Paso 6: Tomag =y

Paso 7: Encontrar un entero p tanp<n ‘yp‘ =yl
Paso 8: Si yp=0 entonces SALIDA Mmesle Fracaso. Parar.

Paso 9: Tomaerr =|x -y
Yoll,
x=Y.
Yo
Paso 9: &irr <TOIl entonces salida g,x )

Salir.
Paso 10: hacer k=k+1

Paso 11 Salida ("Numero maximo de iteracionegxgedido’)
Parar.

Ejemplo 8
Usando el método de la potencia, hallese una apemidon del mayor valor
caracteristico y del vector caracteristico corragpmte al siguiente matriz:

3 -1 0
A=-1 1 -1
0O -1 5

Dar el valor mas aproximado para el valor propicima en la cuarta iteracion.

13
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Solucion:

El primer paso, elegimos el vector inicial pardesarrollo del método.

Sea el vector inicial®=[0 0 2§

Luego se debe encontrar un entero ptarpsn y ‘yp‘ =|y|_,dondenesla
0.2t=2

dimension de la matrizx|_ = max{0,
Entonces p=3 yx=2

. : X
Enseguida, se debe normalizar el vector inicial- x=

Xp

El vector inicial normalizado sera:

t
x© 2127[0 0 2] :[O 0 1]t
X, 2

Ahora, encontraremos el primer valor propi y su respectivo vector propio

normalizadox®

AXO= 1@ x@

En general, los siguientes valores seran encontamos:
Ax®= ’u(k+1) &) 1

Del ejemplo
Primera Iteracion

3 -1 o]f[o] [oO 0
AXO=-1 1 -1]|0|=|-1|=p®x® =5 -1/5|,
0 -1 5/|1| |5 1
0
= x® =|-1/5], n®= 5
5
Segunda Iteracion
3 -1 0[] O 1/5 1/26
AxW=1-1 1 -1||-1/5|=|-6/5|=p P =26/5 - 3/13|,
0 -1 5 5 26/5 1
1/26
=x@®=|-313|, p@=52
1
Tercera Iteracion
3 -1 01[1/26 9/26 9/136
AxP=|-1 1 -1||-313|=|-33/26|=nu P =68/13 -33/136/,
0 -1 5 1 68/13 1

14
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1/136
— x® =|-33/13|, p®=68/13= 5.3
1
Cuarta Iteracion
3 -1 0[] 9/136 15/34 60/713
Ax®= -1 1 -1||-33/136|=|-89/68 |=p IxW =713/136-178/713|,
0 -1 5 1 713/136 1
60/713
— x® =|-178/713|, p“W=713/136= 5.2426
1

Valor exacto: 5.2618

Método de la potencia Inversa lterada (con desplazaento)

Usa el método de la potencia pero su convergescraas rapida. Este método se usa
para determinar el valor caracteristico deque estd mas cerca de un numero
especificada.

Supongamos que la matriz A tiene valores caratt&$sA, 4, ....... A,con vectores

caracteristicos §#® v? ...v(" } linealmente independientes. Si consideramos laima
(A-ql)™ dondeq # A, parai=1,2,..,n. Los valores caracteristico§Ale gl )™ son
1 1 1

con vectores caracteristicg® v® ...v(" |
Aplicando el método de la potencia:

y™ =(A-ah)*x"M 6
(A=ql)y™ =x"? (5)
La ec. (5) puede resolverse usando Eliminacion Saus para obteney™
El valor de g se puede estimar como:

X (0)t X (0)

Demostrar el algoritmo para este caso.

Ejemplo 9

Determine el valor propio mas cercano a q=3, yesdor propio correspondiente, para
3 -1 0 1

la matrizzA=|-1 1 -1}, a partir de la aproximacion inicial, = |1
0 -1 5 1

15
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Solucion
q=3
25 -1 -05
B=(A-ql)*=| -1 0 0
-05 0 05
1 1
N _ _ Y| g oyt g2
Y1 BXO_ 1 /Jl_yl(l)_l X = - 1 1= +q_4
H H
0 0
[ 35 1 .
y,=Bx =| -1 | 1, =vy,(2=35 x, =Y2 | _ 02857 A, =—+q=32857
-05 2 | ~01429 He
[ 2.8571 1
y,=| -1 Uy = 28571 X, =|—-035| A, =335
|-05714 -02
[ 295 1
Y,=| -1 | u,=295 x,=| -0339| A,=33390
- 06 -0.2034
[ 2.9407 1
ys=| -1 Us = 29407 x; =|-0.3401] A, =3.3401
| -0.6017 -0.2046

Que son aproximaciones del valor propie 3.3390 y el vector propio

1
—-0.3399|.
—-0.2047

X =

Esta matriz tiene tres valores propios 0.3983,92385.2618, y se nota claramente la

convergencia al mas cercang=8.

Método de la potencia Inversa

Si estamos buscandoralnimo valor propio el problema de valores caracteristico se

plantea

Alv=A"v

Aplicando el método de la potencia:
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y(m) e A_lx(m_l) é
Ay™ = x(™D (6)

La ecuacion (6) puede solucionarse por el métoddEldainacion Gaussiana para
encontrary™

Ejemplo 10
Determine el valor propio de menor valor absolusucorrespondiente vector propio,
de la siguiente matriz, utilice el método de lagpota inversa.

2 -1 0
A=|-1 2 -1
0 -1 2
Solucién
075 050 025
B=Al=|050 100 050
025 050 075
1
w, =|1
1
(15 075
z, =Bw,=| 2 p=2 2z(p)=2 lei: 1 i=0.5
15 z(P) | 475 z(p)
(125 _ [o7143
— —_ —_ — — 2 —_ —_
z, = Bw, i;: p=2 z,(p)=175 w, (D) s 2 (p 05714
[1.2143) 0.7083
z,=Bw, =|17143] p=2 z(p)=17143 w,= 2 =| 1 1 05833
12143 %P o7083 5P
11,2083 0.7073
z,=Bw, =|17083| p=2  z(p)=17083 w,= * =| 1 1 05854
12083 2(P) 1 g7073  w(P)

Estos valores son aproximados a los exactos:

%ﬁ 0.7071
A=2-/2=05858 x=| 1 |=| 1
%ﬁ 0.7071
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