/ UNIVERSIDAD NACIONAL \

DE INGENIERIA

FACULTAD DE INGENIERIA MECANICA
Departamento Académica de Ciencias Basicas, Humaesdy
Cursos Complementarios

METODOS NUMERICOS (MB -536)

SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES
METODOS ITERATIVOS

Profesores:
Garrido Juarez, Rosa
Castro Salguero, Robert
Obregon Ramos, Maximo

2009-1

. /




UNI-FIM-DACIBAHCC Métodos Numéricos - MB536

Métodos Iterativos para la Solucidén de Sistemas Laales

Sean los Sistemas Linealdx=b donde:
A Matriz de coeficienterx n
X Vector de variablesx1
b Vector independiente (constantes)l

Idea general de los Métodos lIterativos

Convertir el sistema de ecuaciondsx=b en un proceso iterativox =Tx+c =¢(X),
donde:

T Matriz con dimensionasxn

c Vector con dimensionasx1
¢(x) Funcidén de iteracion matricial

Esquema lterativo Propuesto
Partiendo de un vector de aproximacion inickf!, se construye una secuencia iterativa
de vectores:

x® = Tx&D 4 ¢ = g(x*)

Forma General

X(k+l) - ¢(X(k))

Observacion
Si la secuencia de aproximaciorx”, x®, x®, .. , x es tal que
limx® =a = a=Ta+c, entoncesa es la solucién del sistemax=Db.

k - o0

Criterios de Parada
Como en todos los procesos iterativos, se neasiten criterio para finalizar el proceso.

a) Maximo error absoluto:

i=Ln

b) Maximo error relativo :
(k)
sk =_ &

ma xi(k"
i=Ln
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c) Elerror de sucesionde X porx®, x - x¥ satisfacen

De esta forma, dada una precision TOL, el vectft, serd escogido como solucion
aproximada de la solucion exactag® <TOL, o dependiendo d&® <TOL.

Método lterativo de Jacobi

Considere el siguiente sistema Lineal:

Ay X, T aLX, F Xt +a, X, =b
Ay X FAyX, T 8ysXg Fareennns +a, X, =b,
A X Fa,X, FagXs toeeenns +.a,,X, =b,
Supongaa, #0, i=1212,...,n, despejando el vector mediante:
1
(k+1) — —a x® _ gy _ —a x®
X7 = —a,x" —aX —.... a, X, ")
a,
1
(k+1) — —a x® _ () _ - (k)
X =—(b, 21X BpaXy " T 850 Xn
a22
1
(k+1) — —a x® _ () _ (k)
Xy = ——(b, ma X ma,Xy ) T A X)

nn

Asi mismo, se tiene el sistema iterativo en fornaricial X =TX + ¢, donde:

0 _a12/a11 _a13/a11 _ain/ail
T= _a21/azz 0 _a23/a22 _a2n/a22
_anllann _anzlann _anB/ann 0
b, /&,
b,/a
c= 2.22
b,/a,,
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Dada un vector iniciak®, el Método de Jacobi consiste en obtener una seicug®
x®, x@ ,x® por medio de la relacién recursiva:

x¥ =Tx* +¢| k=1,2,...

Observe que el proceso iterativo utiliza solamepteximaciones de la iteracion anterior.
Ejemplo 1

Resolver el sistema de ecuaciones Lineales, |gde®do de Jacobi con solucion inicial
x® =[07 -16 06| y tolerancias < 005.

10x, + 2%, + X, =7
X, +5X, + X, = -8
2%, +3%, +10x, =6

Solucion

Separando los elementos diagonal, se tiene:

N 1
K = (7 -2 =)

1 .
x§ == (-8-x{ —x{) Algoritmo elemento a elemento
5

1
X&) = T (5 2%k _ 3y
o =5 (6-2¢9 -3x)
Arreglamos en forma matricial
0 25 Mo
0k

Tl

e
c=| 5

B 5
- -3 6/10
%0 ¥ O /
Solucion para k=1 XY =Tx9 +c= x®
i —2/ - 7
. 0 =2 Yol [07 /%o
1) —| — - _ -
o=l 0 g |l
- - 06 6/10
%0 3o O /
[ 096
xW =] - 186
| 094
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Célculo dee®:

x? = x| =[0,7~- 096 = 026

@O _ O] == - =
X = x| =|-186-16 = 026 o= 034 _034_ .98 100

o0 =
‘Xs(l) - Xs(o)‘ =|06- 094 = 034 ma%xi(l) 186
i=13
Para k=2:
0978 5
X® =|-198| = 0@ = 2;8 =0,0606>TOL
0,966
Para k=3:
09994 0,0324
X® =|-19888 = 0@ = ]:TSSS =0,0163<TOL
0,99984
0,9994
x =|—19888| Solucién con error menor que 0,05.
0,9984

Condiciones suficientes para la convergencia del M¥#o de Jacobi

Teorema 1
SeanTOO™"y cOO". Si para alguna norma inducida se verifica Je 1, entonces:

Existe solamente una y una soluci¥il" de la ecuacionx =Tx+c.

La sucesiofx®}, generada por la expresion de recurrenéfa=Tx*? +c, k= 1,2 ...,
converge para, cualquiera que sea su punto iniof8l.
El error de sucesion de porx®, x- x¥ satisfacen

oo, e e
1-[T]

Demostracion:

La ecuaciéonx = Tx+ ces equivalente él —T)x =c, que tendra una y solo una solucion si

la matriz (I -T) es no singular.

Suponga qué-T es singular. Entonces existez 0 (en R) tal que (-T)x= 0, y ademas

x =Tx. Luego, para la norma considerada, se verifica que

k=1,2,... (%)
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X =T <(T]x

concluyéndose inmediatamente c#‘lu'#z 1. Como este factor es contrario a la hipotesis que

IT| <1, ala matriz I-T no debe ser singular, como séepide mostrar
Comox=Tx+cy x® = Tx*™ + ¢ Okse verifica que

x=x% =Tx+c—(T x*? +¢) :T(x— x(k'l)) , k=1.2,..
Aplicando sucesivamente esta expresion, se congluge

x—x® :T(x—x""l’):Tz(x— x(k'z’): :Tk(x— x‘O’), k=1,2,..
Se puede escribir entonces co#ne x("’H < HTkHHx— x(O)H

Por otro lado, se tiene que

k veces k veces

T =T or a...or| < [T [T * ... *[T] =[T]"
= | <[] [m]*...x [l =]

Como [T|<1, se puede afirmar que el lim,» [T|°=0, resultando entonces que

limi Hx— x® H =0, como se pretende mostrar.

Partiendo de la expresion

x=x® =T(x=x*),

valida para k=1,2,..., vista anteriormente, podecwr&luir que
X = x® =T (x=x® +x® —xED) =T (x=x®) +T(x® = x*kD)
De esta expresion resulta que

X=X [TOx Y+ T =x)

< [T = x|+ [T (x® = x5
gue puede ser re-escrita como
A T)x—x®] < [Tx® - x|

Dado queT| <1, se tiene quel(-|T|) >0, y se obtiene inmediatamente la ecuacion (¥).

Si nuevamente BR™". Se dice que la matriz A es estrictamente diagostie dominante
por lineas cuando se verifica

n
;| > Z‘aﬂ

j=1

J#i
0 sea, cuando para cada fila de la matriz se varifue el valor absoluto de los elementos
de la diagonal es superior a la suma de los valdrsslutos de todos los demas elementos.
El resultado siguiente proporciona condicionescgiites para la convergencia del método
de Jacobi. No siempre estas condiciones son n@&egara la convergencia del método de
Jacobi. Esto es, hay casos en que estas condiciorssverifican y el método converge.

) i=1,...,n,
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Teorema 2

SeaAld R™"y bOR". Sea la matriz A estrictamente diagonal dominaotefilas entonces
la sucesion generada por el método de Jacobi agmeeuna Unica solucion del sistema de
ecuacione®\x=b, cualquiera que sea el punto inicidl.

Demostracion La expresion de recurrencia del méteddacobi es:

x® =Tx*? +¢,

Donde T y ¢ son obtenido a costa d& y b, de acuerdo con las expresiones vistas
anteriormente. Siendo A estrictamente diagonal damnie por filas, se verifica que todos
los elementos de su diagonal no sean nulos. Lweguatriz b y o el vector ¢ estan bien
definidos.

Se tiene también para cualquier i =1,...,n que

IR

se concluye |nmed|atamente que
M, <1

Aplicando ahora el resultado sobre la convergedeidos métodos iterativos, se puede
afirmar que la ecuaciox=Tx+c tiene una y solo una solucign y también que el método
de Jacobi converge &, cualquiera que sea el punto inicid?.

Como corolario de este resultado se tiene quertatdaz cuadrada estrictamente diagonal
dominante por filas es no singular.

De hecho, si en la matriz A los coeficientes dstesha no fueran estrictamente diagonal
dominante por filas no se garantiza la convergedelamétodo. En tal situacion debera
proceder a una previa manipulacion de A de formea satisfaga las condiciones de
convergencia. Esta manipulacion puede pasar pottezicambio de filas de la matriz, o
intercambio de columnas (cambiando el orden devksables), o realizando otras
operaciones sobre la matriz que mantenga la eguivial del sistema de ecuaciones.

a

J =1
1#

Ejemplo 2

Sea el sistema de ecuaciones lineales:

X +X,=3

X, —3X, =3

2y =1>=1

) =[-3>=1

Las Condiciones de convergencia del teorema 2onosatisfechas, pero el método de
Jacobi genera una secuencia convergente a la &@ol@iactax = [% %]T Si las
condiciones de suficiencia no se satisfacen, nafgig que el método no pueda converger.
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Si  analizamos el criterio de la norma de la matride iteracion
HTHm =p(T) = max‘)\i‘ =0557<1, concluimos que converge.

1<=i<=n

Ejemplo 3

Considere el sistema Lineal:
X, +3X, + X, =2
5X, +2X, +2X; =3
0x, +6x, +8x, =6
13 1] 1>=3+1=4
A=|5 2 2| [I>=5+]2=6 nocumple> Tl =p(T) = maxAi| =27511>1
0 6 8/ [8>=[0+6=6 e
Las condiciones do teorema 2 no son satisfechas.Sdtucion posible es permutar las
ecuaciones. Sea en el ejemplo se permuta la priegescion con la segunda ecuacion
522 5>=2+2=4
A=1 3 1 3>=1+1=2 sicumple® [T =p(T)=max)|=07223>1
0 68 [g>=0+6=6

Las condiciones pasan a ser satisfechas y la opaveia esta garantizada para cualquier
vector inicial. Este tipo de procedimiento no sieengs posible.

Deduccion de la formula matricial del Método Jacobi

Decomponga la matriz de coeficientes deen:
A=D-L-U

Donde:

L — Matriz Triangular Inferior

D —Matriz Diagonal

U — Matriz Triangular Superior

O 0 0 - O d, 0 0 - 0] 0 -a, -a, - -a,
~a, 0 0 - 0 0 d, 0 - 0 0 0 -a, - -a,
L=|-a, -a, O - 0/ D=0 0 d, -~ O|U=0 0 O :
S R ST ST S -
-ay —a, v —@u 0 0 0 - 0 d,] 0 0 .. 0 0
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(D-L-U)x=b
Dx-Lx-Ux=b
Dx=b+(L+U)x
Dx"? =b+ (L +U)x®

x“Y =D (L+U)x® +D7b
x*D =Tx® +¢
T, =D (L+U)
c, =D

I

Ejemplo 4

Aplicando el método de Jacobi, obtenga una solu@pnoximada del sistema de
ecuaciones, con un error maximo absoluto en cattabiade 5x10

4x —2X, + X, =3 4 -2 1|x

3
X —X+3% =3 =21 -1 3|x,| =|3
- X +3X%, =2 -1 3 0] x 2

Solucion

La matriz de coeficientes del sistema no es eatniehte diagonalmente dominante por
filas. Sin embargo, intercambiando la segunda égnamn la tercera ecuaci@e obtiene
el sistema equivalente

4 -2 1|x 3
-1 3 0||x,| =|2
1 -1 3|x 3

cuya matriz de coeficientes ya es estrictamentgod@mente dominante por filas,
garantizando la convergencia del método de Jacobi.

La expresion de recurrencia del método de Jacoki‘es Tx*™ + ¢, donde

_ 1
4
0

RPwWiINDMl W

0

w‘l—\ o I\)‘I—‘

oo‘l—‘w‘l—\ o
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Siendoe™ el error en la iteracion k, es una vez (e =

Nlw

[}

R SRR
0 1_§ 0 0
4

garantizando un error maximo absoluto en cada blaride 5x10 en la iteracién k y
equivalente ge| <5x10™. Para lo cual, bastara calculgy = 3x® - x*?| <5x107?,

gue sera la condicion de parada del método.

Partiendo de la condicién inicial nula, se obtusielos resultados presentados en la tabla.
De acuerdo con la estimacion del error.

Una solucion del sistema Bs= X, = X3 =1, obteniéndose en la iteracién 10 errores maximos
absolutos en todas las variables inferiores a %xféro el error estimado utilizado es, en

este caso, algo conservadora.

k=0
I 1 17 [ 3 ]
o 5 T alro 2 | [2=07500
1 2 | =3
3 0 0 0]+ 3 5 = 0.6667
T= _1 1 0 0 1 1 =1.0000
. 3 3 | ]
k=1 £ = ‘X(l)_x(O)H =3*1=3
. 1 _1[3] 31 [5_qga3g
2 4 || 4 4 6
= L oo o || 2]+ | 2|7 Ho09167
3 3 3 12
- )t 1 35:0.9721
. 3 3 I L
£, =3x? -x®| =3*025= 075
Resumen de iteraciones:
K |x X2 X3 &
0 0 0 0 -—--
1 0.7500 0.6667 1.0000 |3
2 0.8333 0.9167 0.9722 |0.75
3 0.9653 0.9444 1.0278 |0.40
4 0.9653 0.9884 0.9931 |0.13
9 1.0002 0.9994 1.0006 |0.6x0°
10 |0.9996 1.0000 0.9998 |0.26x10°

Sistemas de Ecuaciones Lineales- Métodos Iterativos
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Método lterativo de Gauss-Seidel

Asi como no Método de Jacobi el sistema Lin&ak b es escrito en la forma equivalente:
X=Tx+c

Como en el Método Jacobi, se despeja la diagoralpyoceso iterativo de actualizacion es

secuencial, componente por componente. La difexescque, en el momento de realizarse

la actualizacién de las componentes del vectorrendeterminada iteracion, el algoritmo

utiliza las componentes de la iteracion ya actadhs en la iteracion actual, con las

restantes no actualizadas de la iteracion anteHor. ejemplo, si se va a calcular la

componente x{ de la iteracién (k+1), se utiliza en el célculs leomponentes ya

actualizadasx{?, x{"?,..., x}" ademéas de las componentes no actualizadas de la
K () (K)
iteracion anterlorxjﬂ,xﬁz,... X
(k#1) M) _g x0 _ g 06 _ )
X (b1 ALX T T AKXy T A Xy T e a,X,")
ai
(k#) (K4 _ o (0 _ g (K —a x®
X2 (bz 8% Ap3Xy " T pXy e 850Xy
a22
1
(k+1) — _ (k+1) _ (k+1) _ (k) _ _ (k)
Xz 0 ==y —ayX; T 85Xy — 85Xy T A X, )
22
1
(k+1) — _ (k+1) _ (k+1) _ (k+1) k+1)
X, 7 =—(b, —a,X a,,X; A Xz e Ay )

Ejemplo 5

Resolver el sistema lineal utilizando el Métodadteo de Gauss-Seidel, codi = [00,0]"
y toleranciaTOL < 5x107°.

SX, +X, +X; =5

3X, +4X, + X, =6

3%, +3%, +6x, =0

Solucién

El proceso iterativo es dado por:

X1(k+1) (5 X(k) Xék) )
k+1) 1 6 3 (k+1) _ (k)
X =,673

X(k+1) — é (O _ 3X](_k+l) _ 3X£k+1))
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Para k=1 yx° = [000]"

1
x'=| 075
- 0875
Célculo deg®:
x® -x|=/10-0 =10
X -x{| =|075-00 = 075

X x| =|-0875-0 = 0875

maxe ®
50 =B o ig =10>¢
ma x|

Para k=2 yX % = [10,075,-0879":

1025
x?=| 095
-0,9875

X7 =X =1025-10=0025
X - =| 095~ 075 = 020
X - x| =|-0,9875-(-0875| = 01125

(2)
maxe.
5@ = =13 : 020

@
rirlmxi ‘ 1,025

=01957>TOL

Para k=3 yx® =[1,0025,095, - 0,9879" :

Sistemas de Ecuaciones Lineales- Métodos Iterativos
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10075
x® =] 09912
—-0,9994

‘ch-z) _ X1<2>‘ =|1,075-1,025 = 0,0175
09912- 095 = 0,0412
X -x{?| =|-09994- (-0,9875| = 0,0119

X0 )

®
50 = e _ 00412

= =0,0383<TOL
maxx®| 1075
i=13
10075
x=| 09912 | es solucion con menor error que 0,05.
-0,9994

Deduccion de la férmula matricial del Método GaussSeidel

Descomposicion de la matriz de coeficienfe®n:
A=L+D+U

Donde:

L — Matriz Triangular Inferior

D —Matriz Diagonal

U — Matriz Triangular Superior

[0 0 0 0 _dll 0O 0 - 0] 0 -a, —-a, '
-a, O 0 0 d, O 0 0 0 -a,
L=|-a, -a, O ol D=| 0 d., 0|l U=0 O 0
__a'nl —a, v Ty 0_ L 0 0 -0 dnn_ _0 0
(D-L-U)x=b
Dx-Lx-Ux=b

Dx=b+(L+U)x

x=D"b+ D™ Lx+ D Ux

X(k+l) - D—lb+ D—lLX(k+l) + D—].UX(k)
x =(D-L)"ux® +(D-L)"b

x® P =Tx® +¢

Sistemas de Ecuaciones Lineales- Métodos Iterativos
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Interpretacion Geomeétrica del Caso2x 2

Considere o Sistema Lineal:

X +X, =3
X, —3X, =-3

Métodos Numéricos - MB536

El esquema iterativo utilizando por el Método dei§&aSeidel es dado por:

Xl(k+1) - % 3- ng))

XD = % (3+3x")
Para k=0 yx” =[0 0]":
W =3

xP =2

Parak=1yx"” =[3 2] :
0 =1

x{? = %

Para k=2 yx? =1 %]T:
® -5

X =%

x© =14/

La solucion exacta es dada par= [% %]T.

Este proceso iterativo hasta la convergencia peedeterpretado geométricamente en un
grafico con una componente en la abscisa y una componemteen la ordenada.

) X2
7r x1+x2=3 1
6 | -
5 | -
4Lk il
3 | -
2r i .
(413,513
ir x1-3x2=-3 1.4/3) 1
0 - -
0,0 0,3) x1
1+ i
_2 L L L L L L L
5 4 3 2 -1 0 1 2 3 5

Sistemas de Ecuaciones Lineales- Métodos Iterativos
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Observacion 1 Se verifica por el grafico anterior que la seai@x®, x®, x@, ... ,
x® esta convergiendo para la solucién exacw{% %]T.

Observacion 2 La secuencia generada por el Método de GauseiSeiepende
fuertemente de la posicion de las ecuaciones. dbstarvacion puede ser mejor entendida
modificando el orden de las ecuaciones del ejetaplerior.

Considere el mismo sistema lineal anterior, perdifitando el orden de las ecuaciones:
X, —3X, =3

X +X,=3

El esquema iterativo utilizando el Método de Gdbieslel es dado por:

X(* = (-3+3x{")

X£k+1) - (3_ X:Ek+l))

Para k=0 yx? =[0 0]":

=3
Xél) == ° ; x2
Para k=1 yx® =[-3 -6]": 7" 1
- ' 36 L (6,15)
x® =15 6F .
X;l) =-12 5r x1+x2=3 J
at ,
3t ,
x1-3x2= -3
2t ,
1f ,
° ) (0,0) 1
) X
Al ©0.-3) |
2 L
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

Método de SobreRelajacion (SOR)
Se han realizado varios intentos de incrementeeltzcidad de convergencia de la iteracion

de Jacobi y Gauss-Seidel. Uno de ellos es el d@o#hn sucesiva.

Este método se basa en la idea que una vez produnichuevo valorx mediante el

método de Gauss-Seidel, puede lograrse una mejoxiagacion formando un promedio
ponderado de los valores actual y anterior, dereateera quedaria:

1<w<?2

i-1 n
Engeneral X = - w)x? +‘*’{b. DI L I XE“’}
8 =

i j=i+l

Sistemas de Ecuaciones Lineales- Métodos Iterativos Pags
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En forma matricial

xO=T x Dtc,

T, =(D-o0L){(1-w)D+wU}
c, =(D-wL)"wb

Teorema de Stein-RosembergSi <0 ¥
a>0 i=12,..,n

Entonces se satisface una y solamente una delasrgies afirmaciones:
x®¥=Tx*V+cy se puede demostrar que son convergentes cyfipidL.

a) 0<p(Tg)<p(Tj)<1

b) 1<p(Tj)<p(Ty)

c) p(T)=p(T;)=0

d) p(T))=p(Ty=1
Teorema: Si aiiz0 para i=1,2,...,n, entoncpéT,)=|w-1|. Esto implica que(T,,)<1 solo si
0<w<2, donde:
Teorema: (Ostrwki-Reich) Si A es una matriz definida ginsl y O<w<2, entonces el

método SOR converge para cualquier eleccién dertaxanacion iniciak® del vector
solucion.

Teorema: Si A es definida positiva y tridiagonal, entoscpeTg):[p(T,-)]2<1, y la eleccion

2
w =
1+ 1-[p(T)]*

optima dew para el método SOR es:

y p(Tw)=w-1

Ejemplo 6

Sea Ax = b un sistema de ecuaciones lineales.
a)sefalar tres criterios de convergencia que panmésolverlo por Gauss - Seidel.
b)Dado

X, +8x,+x,; = 10
X, +X,+7X; = 9
I, +X,+x; = 11

Sistemas de Ecuaciones Lineales- Métodos Iterativos Pags
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realice las transformacion@sas adecuadague permitan resolverlo por Gauss - Seidel,
iniciando con (0, 0, 0). Realizar tres iteraes.

c)Calcular una cota del error obtenido.
n
error < T—Hx‘o’ - x(l)H
1-T °°

Solucién

a) El método de Gauss converge si:

i)La matriz A es diagonal - dominante. Esto es:
n

2| > Z‘ g ‘
=1
J#i

ii)La matriz A es simétrica y definida positiva.

iii)El radio espectral de la matriz iterativa Traenor que 1

p(T) <1l donde p(T)= maxMi ; A :valoregpropios

b)
18 1 9 1 1 11
A=|1 1 7| - pivoteo—~ A=|1 8 1| ; b=[10
9 1 117 9

Ahora la matriz es diagonal - dominante

11-X, =%,
9
10—-x, — X
y = 107x%7x
8
- X —X
y = 9N
7
kK X1 Xo X3
0 0 0 0
1 1.222 | 1.097 | 0.954
2 0.994 | 1.007| 1.000
3 0.999 | 1.000| 1.000
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c)Cota de error:

T" _ . _ 13|
E< 1—7THX(O) x®| ; dondeT = max%an
T =max{ 0.225,025,0.286} = 0.286
ESMH (1222, 1097, 0954 | = 004
1-028€ °

O cota de error .04
Ejemplo 7
2 k| x|_|6
-1 3| X% 9
Sea el sistemA x=b:

a) Para k=-1, es la matriz A definida positiva?
b) Para que valores de k el sistema converge, aklisaétodo de Gauss-Seidel?
c) Hacer 03 iteraciones de Gauss-Seidel para k=-3

Solucién
a) A es definida positiva si:

x" Ax > 0, paratodo vectorcolumnax no nulo

2 -1
[X1 Xz]{ }[Xﬂ =2x7+ (%, —X,)°+2x2 >0 paratodox no nulo.

-1 3| x
b)
T, =(D-L)"U
(D_L){—Zl g}
(D_L)_lzﬁl/é 1(/)3}

_ 1/2 0o -k]_ [0 -k/2
¢ |-1/6 1/3]l0 0| |0 -k/6
Det|TG—/lI|:(—%—/1)(—)I)

A=0 A, =-kI6 p(Ts)=|An|=|-k/§
Existe convergenda cuando: p(Ty) <1
Estosecumple siempreque:-6<k <6
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c) Pare Gaus -Seide (k = -3)
x " =3 +1.5x{™
x (1D = 34+ x ("D /3

n X X

0 0 0

1 3 4

2 9 6

3 12 7

4 13.5 7.5

5 14.25 7.75
6 14.625 7.875
7 14.8125 7.9375

Ejemplo 8

Sea el método iterativo de Gauss__ Seidel

(k+1) _ ®)
2 0f x _ 0 k| x N 2
k 3|x*?| |0 0]x"| |6
a) Para que valores de k el método converge.
b) Realice tres iteraciones eligiendo k=1. Usarmtoavector inicial (0,0)
c) Para k=1, encuentre el woptimo.

d) Realice 02 iteraciones partiendo como vectaiahel altimo resultado obtenido en b).
Comente sus resultados. Usar SOR.

Solucion
a)

x| _1[ 3 oJo -k[x®] 1[3 0]2

x| 6~k 2|0 0 |x%| 6/-k 2|6

x ] _[0 —k/2] x® J ot

x| [0 K2/6 | x,® | [2-k/3

Tgs—M|=-A(k?/6-1)=0 > p(Tgsg=maxA =k?/6<1 > - /6<k<-/6

) V][0 -u2lx@] 1
x| [0 1/6 | x,¥ | |5/3
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x®]_[0 -w2fo] [1]_[1]_[ 1
x,”| |0 1/6 | 0| |5/3] [5/3] 1667
(x@1_[0 -u2] 17 [ 1]_[ 1/6]_[01667
x,?| |0 1/6 |5/3] |5/3] [35/18] |1.9444

¢) A(T,,) =1/6
2

W) =
P14 1 p(Ty,)

X" = @-wx" + 7 @2-x%,%)

=1.0455

d)
" = @- W+ 2 6-%")

x| _[0.0215
%, | [1.9951
x,® ] _[0.0016
| x,® | 19997

Se observa claramente la convergencia.

Problemas Propuestos

P1
Se considera el sistema lineal:

a b 0| x a-b
b a b|y(=|] O
0 b alz a+b

a) Calcular la matriz de la iteracion de Jacobi y nbtesu polinomio caracteristico y a
partir de €l los valores propios. ¢Qué relaciored®bstir entre los coeficientes a y
b para que el método de Jacobi sea convergente?

b) Tomando a=3 y b=2, calcular 03 iteraciones utildtarel método de Jacobi con
vector inicial nulo.

c) Cuantas iteraciones se necesitarian para caleuaiucion aproximada con 3 c.d.e.
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P2

P3

P4

PS5

a) Evalué el valor de para que el método de Gauss Seidel converja

3+a -1 = 5
-1 2+a -4
Dondea es un parametro real.

b) Si a=1yx?=[00f encuentre R usando Gauss-Seidel.
c) Estime el maximo error relativo cometido en esteaition.

Un método iterativo poco usual es el método ded&dson, que establece que:
x® = (1 = Ax® +p
Donde “I” es la matriz identidad.

a) Para el sistema:
1 kjx|_|6
-1 1]x,| |9

Obtener los valores “k” de tal manera que el ragipectral de Richardsgn(T,)
sea de 0.9.

b) Con el valor de “k” obtenido en a) realice O&aiciones partiendo d@,o)T Y
estime el error.

Sea el método iterativo de Gauss_ Seidel

2 0 xl‘k*l’ 0 -k xl(") 2
= +
k 3 xz("*l’ 0 O Xz(k) 6
a) Para que valores de k el método converge.
b) Realice tres iteraciones eligiendo k=1. Usando ceeuor inicial (0,0)

c) Para k=1, encuentre @ptimo
d)Realice 02 iteraciones partiendo como vector ihiialltimo resultado obtenido
en b). Comente sus resultados.

La distribuciéon de esfuerzos en una barra longitaididepende de los coeficientes

ay 14 y pueden aproximarse resolviendo el siguienteersigt de ecuaciones
lineales:

a - 0 |o 100
-8 a -p|o,|=[100
0 -8 a|o, 100
a) Encuentre una relaciéon entfé y 14 para todos los casos de convergencia del
método de Jacobi.
b) Analice la convergencia para el método de GausieSeond =2 y p=1
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c) Para @d=4 vy B=1 determine el& optimo y realice 03 iteraciones a partir
de (0, 0, 0).
P6
Un mévil de masa™ se desplaza en el plan$ =Y con dos tripulantes a bordo de

masas M2 y ms, respectivamente; se sabe que la trayectoria obedda siguiente
funcion:
y =mx* +me’ +m,
Experimentalmente se tomaron tres puntos de dielgadtoria:

X 1 15 2
y 0.733 1.464 2.513

a) Plantee el sistema de ecuaciones para obteneakassm

b) Analice la convergencia del sistema para el méteddacobi.

c) Si existe convergencia realice 03 iteraciones dehigartiendo de un vector nulo y
muestre el error, en caso contrario resuelva &ms usando eliminacion Gaussiana
con pivoteo total.
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