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Teoria de Errores y Aritmética del Computador
1.1 Introduccion a los Métodos Numéricos

El extendido uso del computador digital ha tenido un profundo efecto en la
Ingenieria y Ciencia, esto ha traido muchos beneficios. Con computadoras y
software apropiado podemos modelar y analizar complejos sistemas y problemas
fisicos. Sin embargo, el eficiente y preciso uso de los resultados numéricos
obtenidos de programas de computador requiere considerable experiencia y
avanzados conocimientos para evitar desatinos. En este curso intentamos proveer de
algo de laexperienciay conocimientos necesarios para evitar tales dificultades.

Si se desearesolver un problemafisico B, |o primero que se suele hacer estraducirlo
al lenguaje matemético para dar un problema matematico A. Se estudia la existencia
y unicidad de la solucion u de este problema, pero en la mayor parte de los casos 'y
después de probado esto, no se sabe cdmo determinar la solucién de forma efectiva.
Por ello, se sustituye e problema matematico A por un problema proximo a él, Ah,
en e que aparecera agun pardmetro h que se va a hacer tender hacia un cierto valor
(normalmente 0). Se exige que este problema tenga solucion Unica, uh, y se espera
gue al tender h hacia €l valor elegido, uh converja hacia u. Esqueméticamente este
tratamiento tipico (pero no unico), es e siguiente:

Problema LY Problema 1 Solucion
real B s matemdtico A 7 exacta u
modellzacidn
Y discretizacidn
Problema AlR) L Solucidn w(h)
aproximado < aproximada
Algaritma

De este planteamiento surgen a gunos problemas interesantes:

a) ¢Cud eslavelocidad de convergenciade uh hacia u?

b) Problemas de estabilidad; es inevitable cometer errores en el calculo, debido a
los redondeos que efectlian los computadores. Interesa gue pequefios errores
cometidos en los calculos que conducen a uh hagan que € resultado no difiera
mucho de u;.

c) Coste del proceso. ¢Cuantas operaciones deben realizarse? ¢Cuanto tiempo se
precisara para redizarlas?

1.2 Teoria de Errores

En este capitulo citaremos las diferentes fuentes basicas de los errores, y las
nociones importantes de lateoria de errores.

1.2.1 Fuentes basicas de los errores
Cas siempre la medida de las magnitudes a igua que las soluciones

numéricas a problemas reales, contienen errores que tienen diferentes
origenes, que las podemos resumir en:
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a)

b)

d)

Error del modelo o error del problema

En los fenomenos de la naturaleza muchas veces efectuamos ciertas
hipétesis, es decir aceptamos determinadas condiciones que nos dara una
situacion aproximada del fendmeno estudiado, de esta manera podemos
plantear € comportamiento de dicho fenémeno por medio de un modelo
matemaético.

Por g emplo en la caida libre de un cuerpo, si despreciamos la resistencia del
aire ladistancia“h” recorrida después de un tiempo “t” esta modelado por la
formula

h= ;g t* donde g esla gravedad

Error del método

Cuando un problema planteado en forma precisa no puede resolverse en
forma exacta o es muy dificil de halar la solucidon, se formula una
aproximacion del modelo, que ofrezca practicamente los mismo resultados
(método).

La vibracion libre de una membrana eléstica circular esta modelada por la
ecuacion:

10 Jould, 1 0% _ 1 0%u

- - - ==

rorBort 12007 % ar?

u =u(r,6,1) satisface cierta condicion de contorno.

Esté ecuacion puede aproximarse de manera adecuada (por g emplo usando
diferenciasfinitas) y de estaforma conocer una solucion aproximada.

Error residual

Son los originados por las series infinitas, al considerar solo una parte finita.
Por gemplo:

e=2+1/2+1/3+...

e=2+1/2+1/3+..1/n! paraciertovaor n.

Error inicial

Son los originados por los pardmetros cuyos valores son conocidos
aproximadamente:

Por gemplo: La constante de Planck

h = (6.62377+0.00027)107%  erg - seg.

Errores de redondeo
Originados por la representacion finita de los numeros, es el caso de las
computadoras (notacion de punto flotante).

Por gjemplo: 1/6 = 0.1666--- se redondea en un nimero finito de digitos.

Error de operacion
Podemos distinguir dos casos.
o Operacion (exacta) de nimeros aproximados:
Por giemplo: 7. —-1/6 = 3.1416 - 0.1667 = 3.2083.
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1.2.2

1.2.3

g)

h)

o Operacién (aproximada) de nlmeros exactos:

0.23x10% —=1.36x107® = 0.23x108, e valor verdadero es;
22999999.9999999864

En la medicion de magnitudes, sea directamente en un experimento o
indirectamente mediante una relacion (formula) aplicada a datos
experimental es, distinguimos dos tipos de errores. sistematico y casual.

Error sistematico

Son aquellos, que sin variar las condiciones del ensayo entran de igual modo
en cada resultado de las mediciones, pueden ser originados por:

o Defecto del instrumento

Las condiciones del ambiente

Lametodologia de lamedicién

Precision limitada del instrumento

Las particularidades del experimentador

000D

Error Casual o Accidental (fortuito)

Son los que estan vinculados con los factores que sufren pequefias
variaciones (aeatorias) durante el experimento:

La estabilidad del problema

Significa que pequefios cambios en |os datos producen pequefios cambios en la
solucion exacta del problema inicia. De los problemas que no verifican esta
propiedad, se dicen que estdn mal condicionados.

Error absoluto, relativo y precision

Consideremos “A” € valor exacto de la medida de cierta magnitud (en general
desconocida) y sea “a’ un valor conocido gque se [lamard aproximacion de “A”.
Evidentemente la buena cualidad de la aproximacion es de acuerdo a cuan
proximo estad“a’ de“A”.

Definiciones:

a)

b)

Llamamos error absoluto del nimero aproximado “a’ a valor:
£, =ld-a

y todo nimero &, = &, , se denominaré cota del error absoluto.

Llamamos error relativo del niUmero aproximado “a” al valor:

8=, 420
A

’ ‘

y todo nimero &, = J,, se denominaré cotadel error relativo.

Dado un ¢ >0 (pequefio) decimos que el valor “a’ aproximaa“A” con una
precision & si:
é, = ‘A —a‘ <€
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d Sean Ay “a@ dosnumeros reaes. Se dice que “a’ es una aproximacion de
A con “n” cifras decimales exactas (0 que A y “&@’ coinciden en “n” cifras
decimales), s “n” es el mayor entero no negativo tal que

¢, <0.5x10™
Ejemplo:

Una aproximacion de A = 1t = 3.141592... con tres cifras decimales exactas
es a =3.1415,yaque
|77-3.1415 = 0.000092... < 0.5x10° = 0.0005

\n— 3.141& =0.000092... > 0.5x10™* = 0.00005

Sin embargo, e nimero 3.141 coincide con 1t en solo dos cifras decimales
exactas, yaque

0.5x107° = 0.0005 < \n— 3.14ﬁ =0.000592...< 0.5x1072 = 0.005

€) Sean Ay “@ dos numeros reades, con A#Z0. Se dice que “a@’ es una
aproximacion de A con “n” cifras decimales significativas exactas (0 que A
y “a coinciden en “n” cifras decimales significativas), s “n” es e mayor
entero no negativo tal que
J,<5x10™".

Ejemplo:

El nimero 124.45 coincide con 123.45 en dos cifras significativas, ya que
_[12345-12445 1

123.45 123.45
El nimero 251.75 coincide con 250.75 en tres cifras significativas, ya que
_|250.75-251.75 _ 1

250.75 250.75

5x1073

=0.0081...<5%x107?

5x107% =0.0039...<5x10°

f) Terminacién por redondeo:
Representacion decimal 0. a12a 22 3.....a ¢ a ¢ 0<a;<9, a;#0

Entonces seforma: 0.a;a za 3.....a ¢ si 0<ay1<4
0.2 22 3.....a (+10 si ag=>5.

g) Terminacion por truncamiento:
Representacion decimal  0.a1 2 22 3.....2 kA k1A K420 eeeeee

Entonces para k digitosdelamantisaseforma  0.;aja 3.....a |12 k.
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1.2.4 Propagacion del error de las funciones

Al resolver un problema utilizando métodos numeéricos, en general e error sera
consecuencia de un cumulo de errores ocurridos en pasos sucesivos, se debe
estudiar lamecanica de “propagacion” delos mismos alo largo del caculo.

Un mito comun es que las computadoras modernas trabagjan con tal grado de
precision que los usuarios no necesitan contemplar la posibilidad de resultados
inexactos. Esto se ve reforzado cuando vemos en la pantalla los resultados con
gran cantidad de cifras. Sin embargo, veremos alo largo del curso que lafaltade
cuidado en caculos aparentemente directos y triviales puede conducir a
resultados catastroficos.

REGLAS DE PROPAGACION
Los errores se propagan de acuerdo alas reglas que se presentan a continuacion:

a) Suma Propagalos errores absolutos

oy =lE]+E

b) Productoy cociente (s ¢, y ¢, son pequeiios): propaga los errores relativos

3., =|6]+|e,

5x/y = Jx +‘5y‘

¢) Funcionesdeunavariable: y = f(x)

¢, ='¢,
d) Funcionesdevariasvariables: y = f(x,,x,, --,x, )
niof

fy = ZJ

1= axl

~

~

I

$x,

1

1.2.5 Errores de punto flotante

ARITMETICA DE PUNTO FLOTANTE

Las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division en € sistema de punto
flotante (F), se denota por [0, —,0y + respectivamente. Estas operaciones
estan definidas por:

xUy=fA(Ax) + A(y))

x =y =) - ()

xUy=fI(f1(x) . A1(y))

x = y=fI(A1x) = AW), f(y)#0,y#0

Estas operaciones no son cerradas sobre F, pues en algunos casos Se genera
underflow u overflow; més aln en otros casos producen una variedad de errores,
gue se indican mas adelante. Esto nos |leva a situaciones inesperadas, por lo que
se recomienda siempre tener presente estas situaciones en e momento que se
programa o analizan los resultados numeéricos de algun software en particular.
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Los errores cometidos al realizar operaciones aritméticas en e sistema de punto
flotante, los podemos tipificar seguin los siguientes criterios:

1. Error de Redondeo: Y a se menciono que éste tipo de error es el obtenido por
el proceso de redondeo (exceso o defecto) de los nimeros reales en su
representacion por nimeros punto flotante 6 de méagquina.

2. Error Significativo: Este error ocurre con frecuencia cuando se restan
numeros casi iguales o cuando se suman nimeros "casi iguales” en magnitud,
pero de signos contrarios. También se presentan cuando se divide por un
divisor relativamente pequefio.

Ejemplo 1:
Sea un ordenador (hipotético) que trabaje con nimeros expresados en base 10,
con cuatro digitos de precision, y con aproximacion por redondeo.

a) La sumade dos nimeros
Sean x =4/3 e y =2/9; sepidecacular x + y. Evidentemente, si se
efectlia un célculo exacto, se obtiene x + y =14/9 =1.5555... conlo que
A(x+y) =0.1556x10"
Sin embargo, los calculos del ordenador se harian todos en la

correspondiente aritmética de punto flotante, es decir, como x =1.3333... €
y =0.2222..., resulta

71(x) =0.1333x10", fI(y) =0.2222x10°
y

AAx)+ A1(y)) = f1(1.3333+0.2222) = f1(1.5552) = 0.155x10"
Se observa pos consiguiente que fI(fI(x) + fI(y)) # fI(x +y)

b) Laresta de dos nimeros muy préximos entre si
Sean:
x =0.3721478693
y =0.3720230572
Se pide calcular x—y. Evidentemente, si se efectlia un célculo exacto, se
obtiene
x —y =0.0001248121

Si los calculos se realizan con precision de 4 decimales:
fl(x)=0.3721

f(y)=0.3720
A(x) = f1(y) = 0.0001
Error relativo = br=2)- (1) - A0)) =0.1988
xX=y
Es decir, del orden del 19.88%, error relativo que es por tanto muy elevado
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En consecuencia, hay que evitar que en e ordenador se produzcan
operaciones de sustraccion de sumandos casi iguales. Esto puede lograrse de
diversas maneras, y a continuacién exponemos un g emplo

Ejemplo 2:
Al calcular: y =+/x*+1-1, cuando x =107", seobtiene y =0.
Se puede reescribir de otra manera:

«/x +1- 1@7 )
1+1)=—= =5¢107%
Ax?+1+1 Ax?+1+1

1.3 Aritmética del computador

1.3.1 Representacion de nimeros en el computador
Los computadores trabajan con aritmética real usando un sistema denominado
de “punto flotante”. Suponen un numero real que tiene laexpansion binaria:
x=+mx 2" dondel<sm<?2
y m = (bgbybobs--), b, =001
Cuando b, =1, sedice que es un nimero normalizado.

Exponente externo (Ee), donde Ee=Ei-bias
bias=2""1-1, con k= # de bits del Exponente interno (Ei)
Para almacenar un nimero en representacion de punto flotante, e computador
usa 3 campos:
| Signo (S) | Exponente Interno (Ei) | Mantisa (M) |

Signo (S): El signo del numero, O=positivo, 1=negativo.

Exponente (Ei): Potencia de la base 2, mas adel ante se explica con méas detalle
Mantisa (M): Digitosde lapartedecima M =bb,b,--- b, =001.

Dado que un nimero en punto flotante puede expresarse de distintas formas que
son equivalentes, es necesario establecer una Unica representacion. Es por elo
gue se trabgja con nuimeros normalizados. Decimos que un numero esta
normalizado s € digito a la izquierda del punto o coma esta entre O y la base
(O< digito alaizquierdadel punto < b).

En particular, decimos que un nimero binario esta normalizado s €l digito ala
izquierda del punto esigual al

Ejemplo:

1.00 x10™! normalizado
0.01 x10? no normalizado
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1.3.2 Distribucion de los datos en la recta numérica

realminsub
subnormal §-__ Numeros normalizados ___ _ _ . _ _ _ _§ _ _ _.
| | |

e s e e s e e e s s s st Bt ol e

L | _ l IZcmade
Al realmin Oveiflow

realmax

Zona de
Undeflow

* Sienlos céculos se genera un resultado inferior a menor valor positivo que
tenga amacenamiento exacto en € computador se producira un
desbordamiento denominado Underflow. El menor valor positivo es un
valor no normalizado o subnormal (realminsub).

* También existe un menor valor normalizado (realmin).

 El nimero positivo mas grande que se puede amacenar se denomina
realmax, S en los célculos se genera un resultado mayor que este valor
adoptara el valor inf, |0 que indica un desbordamiento de rango.

* La precision de la maguina (epsilon) segin la IEEE se define como la
distanciade 1 a siguiente numero que tenga almacenamiento exacto.

* Puesto que la cantidad de nimeros a almacenar es una cantidad finita, la
mayoria de numeros reales tendran que ser aproximados a aguellos que
tienen una representacion exacta en € sistema de punto flotante empleado.
Esto originalas perdidas de precision por redondeo.

1.3.3 Estandar IEEE-754 para representacion de Punto Flotante

Este estandar se desarroll6 para facilitar la portabilidad de los programas de un
procesadora otro y para adentar e desarrollo de programas numéricos
sofisticados. Este estdndar ha sido ampliamente adoptado y se utiliza
préacticamente en todos |os procesadores y coprocesadores aritméticos actuales.
El estandar del 1EEE define el formato para precision ssmple de 32 hits y para
precision doble de 64 hits.

Hasta la década de los 90 cada computador utilizaba su propio formato en punto
flotante, en 1985 se introduce € estdndar |IEEE-754 con la finaidad de
uniformizarlos.

1.3.4 Numeros de simple y doble precision
Precision simple: (32 bits)

Signo (S) | Exponente (E) Mantisa (M)
1 bit 8 bits 23 bits

Precision doble: (64 bits)
Signo (S) | Exponente (E) Mantisa (M)
1 bit 11 bits 52 bits
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La doble precision permite mangjar mas cifras significativas y exponentes de
mayor rango que en simple precision.

A continuacion se muestra una tabla de conversion muy importante:

Precision simple (32 bits): Exponente Exceso 127( Ei)

Exponente interno(Ei) Mantisa | Representa

-127 (combinacion binaria 0) 0 +0

-127 (combinacion binaria 0) 0 (-2) (0mym,---m,, )2 o1

{ Notacion Subnormal} { Notacién Subnormal}
[-126,127] (combinacion binaria[1, 254]) | ---- (=2)° (Lmymy - my, ), 207 k2
{ Notacion Normal) { Notacion Normal}

128 (combinacion binaria 255) 0 +inf

128 (combinacion binaria 255) 0 NaN

Precision doble (64 bits): Exponente Exceso 1023 (Ei)

Exponente Mantisa Representa

-1023 0 +0

-1023 #0 (— 1)S (O.mlm 5 Mgy )2 2710
[-1022,1023] -—-- (_ 1)5 (1.mlm2 g, )2 ey e ),-1023
1024 0 tinf

1024 z0 NaN

1.3.5 Consideraciones especiales

+ Definiciéon del cero: puesto que e significando se supone almacenado en forma
normalizada, no es posible representar € cero (se supone siempre precedido de
un 1). Por estarazon se convino que €l cero se representaria con valores 0 en €
exponentey en lamantisa. Ejemplo:

0 00000000 00000000000000000000000 = +0
1 00000000 00000000000000000000000 =-0
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1.3.6

Observe gque en estas condiciones €l bit de signo S alin permite distinguir +0
de-0. Sin embargo el Estandar establece que a comparar ambos "ceros" €
resultado debe indicar que son iguales.

Infinitos: se ha convenido que cuando todos los bits del exponente estana ly
todos los de la mantisa a O, € valor es +/- infinito (segun € vaor S). Esta
distincion ha permitido a Estandar definir procedimientos para continuar las
operaciones después que se ha alcanzado uno de estos valores (después de un
overflow). Ejemplo:

0 11111111 00000000000000000000000 = +Infinito

1 11111111 00000000000000000000000 = -Infinito

Valores no-normalizados: (denominados también “subnormales’). Se
identifican porque todos los bits del exponente son O pero la mantisa presenta
un valor distinto de cero (en caso contrario se trataria de un cero).

Ejemplo:
1 00000000 00100010001001010101010

Valores no-numéricos: Denominados NaN ("Not-a-number”). Se identifican
por un exponente con todos sus valores a 1, y una mantisa distinta de cero.

Ejemplo:
0 11111111 10000100000000000000000
1 11111111 00100010001001010101010

Sistemas de numeros y conversiones

 Sistema de numeracion decima utiliza como base de numeracion e 10
(digitos 0...9)
¢ Unndmero en base q se denota como: (a,a,;...a,a0.b1b,...b; ...) , donde g

tomavalores desde O hastag-1
* Laconversiéon adecimales es, por definicion:

— n n-1 1 0
(a,a,...aagbiby .0y ..) = a,q" +a,1q" " +...tag tagq +

+bhg b P+ b g+

* El sistemanatura de numeracion digital es el binario (base 2), utilizando
solo los digitosOy 1.
Ejemplo:
Decimal: (123.25),, =1x10% +2x10" +3x10° + 2x107! +5x1072

Binario: (1011.01), =1x23 +0x22 +1x2'+1x2° +0x 271 +1x272 =11.25

* Laconversion de base decimal abase q €s:
Conversion de la parte entera

(a,a,-y...aa0), = (a,a,...a1), % q +(ao),
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Al dividir un nimero entero entre q € resto es e digito menos significativo
del nimero en base g. Dividiendo sucesivamente (hasta llegar a cociente 0)
obtenemos |os sucesivos digitos del niUmero en base q.

Conversion de la parte fraccionaria:
(biby...by) % q = (by), +(by...5),
La parte entera del resultado de multiplicar nuestro nimero por g es €
primer digito tras e punto decimal. Reteniendo la parte fraccionaria que

resulta en cada paso y repitiendo sucesivamente € proceso, vamos
obteniendo €l resto de cifrastras el punto.

Ejemplo:

Convertir (15) 10 en base 2
Solucion:

15, =1111,

Ejemplo:

Escribamos (26.1)10 en base 2

Solucion:

Parte entera: Dividiendo sucesivamente, tenemos que:

26=2x13+0; 13=2x6+1 6=2x3+0; 3=2x1+1 1=2x0+1
Leyendo de izquierda a derecha los nUmeros subrayados:

(26)10= (11010),

Parte fraccionaria: Multiplicando sucesivamente por dosy separando la parte
fraccionaria

01x2=02, 02x2=04, 04x2=08 08x2=16, 06x2=12

02x2=...

Leyendo de izquierda a derecha tenemos los digitos de la parte fraccionaria
(subrayados) luego (0.1)10 = (0.00011)..

Donde las cifras subrayadas son |as cifras periodicas.

Por |o tanto: (26)10= (11010.00011),
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1.3.7 Ejercicios resueltos

1. Representar segun el estandar |EEE de punto flotante precision simple paralos
siguiente valores:
a 7
b) 21

Solucion:

(@

Convertimos el nimero a binario: 710= 111,
Normalizamos el nimero: 1.11, x103

Calculamos & exponente con exceso 127 para precision simple
2+127=129;0= 1000 0001,
El nimero 7;0en e estandar |EEE es representado como:

0 10000001 11000000000000000000000

(b)
21,, =10101, =1.0101, x10
exponente: 4+127 =131, =10000011,

0 10000011 01010000000000000000000

2. Convertir 0.519 abinario y hallar su representacién en |EEE precisién simple

Solucidn:
Convertimos €l nimero abinario: 0.5x2=10; 0.0x2=0.0;, - 0.5,=0.1,

Normalizamos el nimero: 0.5,, =1.0, x10,"

Calculamos € exponente con exceso 127 para precision simple
-1+127=126,,= 01111110
El nimero 0.5;0en el estandar |EEE es representado como:

0 01111110 000OOO0OO0O00000000000000

3. Cual esdl vaor decimal de: 101111100 110000000000000000000007?

Solucion:

El bit de signo es 1: Numero negativo
El exponente contiene 01111100 = 124
Lamantisaes 0.1100.... = 0.75

El valor es: (~1)x(1+0.75)x(2%%" )= -0.21875
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4. Convertir 3.75 abinario y hallar su representacion en IEEE precision simple
Solucion:

Convertimos e nimero abinario: 3.75,, =11.11,

Normalizamos e nimero: 3.75,, =1.111, x2"

Calculamos € exponente con exceso 127 para precision simple
1+127=128;, = 1000 0000,
El nimero 3.75;0en & estédndar | EEE es representado como:

0 10000000 11100000000000000000000
5. Cua eslarepresentacion en simple precision de 347.625?

Solucion:

Convertir abinario: 347.625 = 101011011.101

Normalizar e numero (mover & punto decimal hasta que haya un solo 1 a la
izquierda) :

101011011.101=1.01011011101x2°

Mantisa: 01011011101

Calculamos & exponente con exceso 127 para precision simple

8 + 127 = 135, = 10000111,

El numero es positivo: bit de signo O

0 10000111  01011011101000000000000

6. Si suponemos una representacion en punto flotante como a continuacion se detalla,
donde v indicael valor del nimero representado, determinar:

a) Larepresentacion del 1,

b) EI minimo nimero no nulo normalizado representable en valor absoluto,
¢) El minimo nimero representable en valor absoluto (distinto de 0), y

d) El maximo nimero representable en valor absoluto.

Signo(1 bit) | Exponente (8 hits) Mantisa (32 bits)
| S E =
O<e<255 S vy= (—l)“ * 1f* 26—127
=0~ v=(Drofr2

Solucion

a) Representacion del 1

0 [01111111]00..........cc.ccevvee......O |

v=1.0r 2127127
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b) Minimo nimero no nulo normalizado

|0 00000001 |00............................0 |

v=1.0* 2"

¢) Minimo nimero representable no nulo

0 00000000 |00...........................01 |

v=0.0..........1x21%

d) Maximo nimero representable en valor absoluto

0 [11111210]111...................111 |

v=1.1....1* 2417

7. Seaun sistema binario de punto flotante de 16 bits:

'S |eeeess | mmumsmmsmemymgmemy |

Donde |os nimeros normalizados son de laforma:

-15
x = (— 1)S Lmqmoma---mqq 2§e1e2e3e4e5 2

Ademés:
00000,< (e160€3€4€52<11111,
Muestre la representacion en punto flotante y los 16 bits del:

a Numerol

b) El numero 1+eps

¢c) Mayor vaor positivo normalizado
d) Menor vaor positivo normalizado
e) El numero: 475.65625

Solucion

a)
(-1)°1.0000000000x 2112715

0 01111 0000000000

b)
(-1)°1.0000000001x 242715

0 01111 0000000001
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c)

(-1)°1.111111112 1 2110278

0 11110 1111111111

d)

(~1)°1.0000000000x 2%%%"2 7%

0 00001 0000000000

€)

475.65625=111011011.10101,=1.1101101110x2®
(€160€3€4€5)2-15-8

(€1€€3€465)2=23=10111 2
0 10111 1101101110

1.3.8 Ejercicios propuestos

1.

2.

Convertir 0.3;p a binario y hallar su representacion en |IEEE precision
simple.
¢Cua es & numero siguiente a 143.1 que tiene representacion exacta en
simple precision?
¢Qué numero decimal representa € siguiente patrén de bits en IEEE
precision simple?

0 00001100 01000000000000000000000

Determine paralos sistemas de simple y doble precision:
* El menor valor positivo normalizado

» El menor valor positivo no normalizado

» El mayor valor positivo

* El epsiléon delamagquina
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1.4 Puntos flotantes en MATLAB
A continuacion reproducimos un interesantismo articulo de Cleve Moler

http://www.mathworks.com/company/newsl etters/news notes/pdf/Fall 96Cleve.pdf
Uno de los creadores del MATLAB ( vs. TraducidaPor R.M.G.J.):

Puntos Flotantes

Si vemos cuidadosamente las definiciones de las principales operaciones aritméticas como
la sumay la multiplicacion, rapidamente encontraremos la abstraccién matematica conocida
como |os niimeros reales. Pero el computo efectivo con nimeros reales no es muy practico
porque ello implica limites e infinitos. En cambio, MATLAB y muchos otros ambientes de
computacion técnica usan aritmética de punto flotante, lo cual implica un conjunto finito de
numeros con precision finita. Esto conduce a fendmenos tales como errores de redondeo,
underflow y overflow. La mayor parte de las veces, MATLAB puede ser usado
efectivamente sin preocuparse por estos detalles, pero algunas veces, es conveniente
conocer algo acerca de las propiedades y limitaciones de |os numero de punto flotante.

Hace veinte afios la situacion era méas complicada de lo que es actualmente. Cada
computadora tenia su propio sistema numérico de punto flotante. Algunos eran binarios;
otros eran decimales. Incluso habia una computadora rusa que utilizaba aritmética ternaria.
Entre las computadoras binarias, algunas usaban 2 como base; otras utilizaban 8 0 16. Y
cada unatenia una precision diferente.

En 1985, e |IEEE Standards Board y la American National Standards Institute adoptaron la
norma ANSI/IEEE Standard 754-1985 para la aritmética binaria de punto flotante. Esto fue
la culminacion de casi una década de trabgjo de un grupo de 92 personas, matematicos,
cientificos de computadoras e ingenieros provenientes de Universidades y compafiias
fabricantes de computadoras y microprocesadores.

Todas las computadoras disefiadas en los Ultimos 15 afios usan la aritmética flotante de la
IEEE. Esto no significa que todas obtienen exactamente |os mismos resultados, porque hay
cierta flexibilidad dentro del estdndar. Pero si que tendremos un model o independiente de la
maguina de como la aritmética de punto flotante se comporta.

MATLAB utiliza el formato de doble precision de la IEEE. También hay un formato de
simple precision el cual ahorra espacio pero no es mucho mas rgpido en las maguinas
modernas. Y, hay un formato de precision extendida, €l cual es opcional y por consiguiente
es una de las razones parala ausencia de uniformidad entre diferentes maguinas.

Muchos nimeros de punto flotante estan normalizados. Esto significa que ellos pueden ser
expresados como:

x=t(1+f)e2°
dondef eslafraccion o mantisay e es el exponente. Lafraccion debe satisfacer:
0<f<1

y debe ser representable en binario usando alo més 52 bits. En otras palabras 22 f debe ser
un entero en €l intervalo:

0 S252f< 253
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El exponente debe ser un entero en €l intervalo:
-1022 < ¢ <1023

El que /' sea finito es una limitacion sobre la precision. El que e sea finito es una limitacion
sobre e rango. Los nimeros que no cumplen estas limitaciones deben ser aproximados por
otros que si:

1 11 52

Los numeros de punto flotante de doble precision pueden se amacenados en una extension
de 64 bits, con 52 bits paraf, 11 bits parae y 01 bit parael signo del nimero. El signo de e
es acomodado almacenando e+1023, el cual estaentre 1y 2'* — 2. Los dos val ores extremos
para el campo del exponente, 0y 2'* — 1, estén reservados para nimeros de punto flotante
excepcionales, los cuales describiremos posteriormente:

1.2 1 = & g £ & T

La figura anterior muestra la distribucion de los nimeros positivos en un sistema ficticio de
punto flotante con solo 03 bits para f'y para e entre 2°y 2°* |os nimeros estan igualmente
espaciados con un incremento de 2%3.Cuando e crece, el espaciamiento crece. El
espaciamiento de los nimeros entre 1y 2 en nuestro sistema es 2° 0 1/8. En el sistema de
IEEE, el espaciamiento es 2°* MATLAB denota a esta cantidad eps, € cual es € epsilon
de la mdquina.

Eps=2'(-52)
Antes del esténdar de la |EEE, diferentes maquinas tenian diferentes de eps.

El valor decimal aproximado de eps es: 2.2204 €'°. Tanto eps/2 0 eps pueden ser |lamados
el nivel de redondeo. EI maximo error relativo incurrido cuando e resultado de una
operacion aritmética smple es redondeado a més cercano nimero de punto flotante es
eps/2. El maximo espaciamiento relativo entre niumeros es eps. En cuaquier caso, se
puede decir que €l nivel de redondeo es alrededor de 16 digitos decimales.

Un g emplo muy importante ocurre con la simple asignacion en MATLAB

t=0.1

El valor amacenado en t no es exactamente 0.1 porgque expresar la fracciéon decimal 1/10 en
binario requiere una serie infinita:

1/10=1/2*+1/2°+0/2°+0/2" +1/28 +1/2° +0/2° + 0/ 2" +1/ 2" +...
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Después del primer término, la secuencia de coeficientes 1,0,0,1 se repite indefinidamente.
El nimero de puntos flotantes mas cercano a 0.1 es obtenido redondeando esta serie a 53
términos incluyendo €l redondeo de los cuatro Ultimos coeficientes al binario 1010.
Agrupando los términos resultantes de cuatro cada vez se expresa la aproximacion como
una serie de base 16 o hexadecimal. Luego el valor resultante parat es:

1= (1+9/16+9/16% +9/16° +---9/16" +10/16° )2~

El comando de MATLAB
format hex
Ocasiona guet se imprima como

3 /6999999999999

Los primeros tres caracteres 3fb, proporcionan la representacion hexadecimal del exponente
alterado, e+1023, donde e es —4. Los otros 13 caracteres son la representacion hexadecimal
delafraccion f.

Luego el valor amacenado en ¢ es muy cercano, pero no exactamente igual, a 0.1. Esta
distincion es ocasionalmente importante. Por g emplo, 1a cantidad:

0.3/0.1

No es exactamente igual a 3 porque e numerador actual es un poco menor que 0.3y €l
denominador actual es un poco mayor que 0.1.

Diez pasos de longitud t no son precisamente lo mismo que un paso de longitud 1.
MATLAB es cuidadoso paraarreglar que €l ultimo elemento del vector:

0:0.1:1

es exactamente igual a 1, pero s Ud. forma este vector por S misSmo por incrementos
adicionalesde 0.1, Ud. no llegaraa 1 exactamente.
Otro gemplo es previsto por el codigo MATLAB siguiente:

a=4/3
b=a-1
c=b+b+b
e=1-c

Un calculo exacto nos llevaria a que debe ser cero. Por € punto flotante el valor de e
calculado no es cero. Se desprende que el valor de redondeo ocurre en la primera sentencia
El valor almacenado en a no es exactamente 4/3, excepto en la computadora trinaria rusa. El
valor almacenado en b es cercano a 1/3, pero su Ultimo bit es cero. El valor almacenado en ¢
no es exactamente igual a 1, porque las sumas son hechas con algun error. Luego el valor
almacenado en e no es cero. En redlidad, e es igua a eps. Antes del estandar |IEEE, este
cogido era usado como una forma fécil para estimar los errores de redondeo en varias
computadoras.

El nivel de redondeo eps es algunas veces llamado “punto flotante cero”, pero esto es un
nombre inapropiado. Existen muchos nimeros de punto flotante mas pequefios que €l eps.
El mas pequefio nimero positivo de punto flotante normalizado tiene /=0 y ¢=-1022. El
mayor numero de punto flotante tiene un f'es un poco menor que uno y ¢=1023. MATLAB
[lama a estos nimeros realmin y realmax respectivamente. Estos nimeros juntos con eps,
caracterizan a sistema estandar.

Teoriade Errores y Aritméticadel Computador Pag. 18



Universidad Nacional de Ingenieria M étodos Numéricos - MB536

Facultad de Ingenieria Mecanica P.A.2009-1
DACIBAHCC

Nombre Binario Decimal

eps 2752 2.2204e-16

realmin 9-1022 2.2251e-308

realmax (2 —ep S)* 1023 1.7977e+308

Cuando un célculo trata de producir un valor mayor que realmax, esto se llama overflow. El
resultado es un valor excepciona de punto flotante llamado Inf, o infinito. Esto es
representado tomando /=0y ¢=1024 y satisface relaciones como 1/inf=0 e inf+inf=inf.

Cuando algun caculo trata de producir un valor menor que mineral, esto se llama
underflow. Esto envuelve uno de los aspectos opcionales y controversiales del estandar
IEEE. Muchas, pero no todas, las maquinas permiten nimeros excepcionales denormal o
subnormal de punto flotante en el intervalo entre realmin y eps*realmin. El méas pequefio
niimero subnormal positivo es el arededor 0.494e-*>. Cualquier resultado menor que este
numero es asignado como cero. En méquinas sin subnormales, todo resultado menor que
realmin es asignado como cero. Los niimeros subnormales caen en el caso que se puede
ver en nuestro sistema ficticio entre cero y el mas pequefio numero positivo. Ellos proveen
un modelo elegante para mangjar e underflow, pero su importancia practica para el estilo
de computacién de MATLAB es muy raro. Cuando un célculo trata de producir un valor
gue es indefinido en el sistema de nimeros reales, e resultado es un valor excepcional
conocido como Not-a-Number, o NaN. Ejemplos incluyen 0/0 y Inf — Inf.

MATLAB usa el sistema de punto flotante para manejar los enteros. Matemati camente, 10s
niumeros 3 y 3.0 son los mismos, pero en muchos lenguajes de programacion usan
diferentes representaciones para los dos. MATLAB no distingue entre ambos. Nos gusta
usar e término flint para describir un ndmero flotante cuyo valor es un entero. Las
operaciones del punto flotante sobre flints no introducen errores de redondeo, desde que los
resultados no son tan grandes. La suma, la resta y la multiplicacion de flints produce €l
resultado flint exacto, s este no es mayor que 2°°. La division y la raiz cuadrada que
involucran flints también producen un flint cuando €l resultado es un entero. Por gjemplo,
sqrt(363/3) produce 11, sin error de redondeo.

Como un gemplo de como el error de redondeo afecta en e célculo de las matrices,
considere el sistemalineal de dos ecuaciones con dos incognitas:

10x;, +x, =11
3x, +0.3x, =3.3

Lasolucién obviaesx;=1, y X,=1. Pero las sentencias de MATLAB
A=[101;30.3]
b=[11 3.3]’
x=A\b

produce:

X=
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-0.5000
16.0000 {Segun el articulo,
pero en lavs 7.0 del Matlab esto produce x;=NaN y x,=NaN}

¢Porque? Bueno, las ecuaciones son singulares. La segunda ecuacion es justamente 0.3
veces que la primera. Pero la representacion en punto flotante de la matriz A no es
exactamente singular porgque A(2,2) no es exactamente 0.3.

La eliminacion Gaussiana transforma las ecuaciones al sistema triangular superior
U*x=c

Donde
U(2,2) = 0.3-3*(0.1)
=-55551e-17

y
c(2) = 3.3-33*(0.1)
= -4.4409¢"°
MATLAB detecta el pequefio valor de U(2,2) e imprime un mensaje de advertencia que la
matriz es cercana alasingular, Entonces calculalarelacion de los dos errores de redondeo

X(2) = c(2/U22)

= 16
Este valor es substituido en la primera ecuacion para dar
X(1) = (11 - x(2))/10

= -05

Las ecuaciones singulares son consistentes. Hay un nimero infinito de soluciones. Los
detalles del error de redondeo determinan cual solucion particular seré calculada.

Nuestro gemplo final grafica un polinomio de séptimo grado:
x=0.988:.0001:1.012;

Y=X AT-T*X N6+21% X N5-35% X MA+35% X N3-21% X N2+T* X-1;
plot(x,y)

1 T

| |

| |

-+ +

| | | | |

| | | | |

-5 I I I I I
0.985 0.99 0.995 1 1.005 1.01 1.015
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Pero el grafico resultante no se parece nada a un polinomio. No es suave. Estamos viendo €l
error de redondeo en accion. El factor de escala del eje Y es muy pequefio, 10%*. Los
peguerios valores de y son calculados tomando sumas y diferencias de nimeros tan grandes
como 35x 1.012*. Existe una severa cancelacion por diferencia. El ejemplo fue ideado
usando Toolbox Simbdlic para expandir (x — 1)’ y cuidadosamente elegido el rango del gje
X para que sea cercano ax=1. Si los valores de y son calculados en cambio por:
Y=(x-1)."7;

Entonces una grafica suave (pero muy plana) es obtenida.
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