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I. Ecuaciones No Lineales
1. Introduccién
En este capitulo estudiaremos algunos métodos para la solucién numérica de ecuaciones
algébricas no lineales, esto es, ecuaciones que se puedan escribir en la forma f(x) = 0,
donde f es una funcion real de variable real.
Todos los valores s que anulan f, esto es, tales que f(s) = 0, se llaman ceros de la
funcion f o solucidn de la ecuacion f(x)=0.
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Fig. 1 Ceros de una funcién- Diferentes casos

Para una ecuacion del tipo f(x) = 0, antes de intentar aplicar cualquier método de
resolucion, es importante garantizar que la ecuacién tenga solucion, o sea, que existe un
real; s tal que f(s)=0. Muchas veces importa también determinar si la solucion es Unica,
0 si existen diferentes soluciones y, en este caso, saber cual o cuales importan
determinar.

Los métodos de resolucion de una ecuacion tipo f(x) = 0 se pueden dividir en dos
grandes grupos: métodos directos y métodos iterativos.

En los primeros, la ecuacion es resuelta por intermedio de expresiones que involucran a
la funcion f .Las soluciones de la ecuacién son determinadas de una forma exacta
después de un numero finito de operaciones (suponiendo la utilizacion de la aritmética
exacta). Estos métodos apenas se aplican a algunos tipos de problemas. Un ejemplo es
la formula que resuelve la ecuacion de segundo grado.

Los métodos iterativos se caracterizan por generar sucesiones convergentes para las
soluciones de la ecuacion a resolver. Estos métodos se distinguen entre si por la forma
como son generadas las sucesiones de soluciones aproximadas.

Los métodos iterativos se clasifican en:

e Métodos Gréficos (Localizadores)

e Meétodos de los intervalos

e Meétodos abiertos o funcionales
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Tipicamente, la aplicacion de un método iterativo parte de un estimado inicial, xo, de la
solucion a determinar y, por aplicacién de un procedimiento iterativo, van siendo
generada nuevas estimaciones X, Xo, Xs,.., de forma que una sucesién {x,} converja para
la solucion s deseada. Este proceso iterativo finaliza cuando la estimacion xy satisface
un criterio dado (por ejemplo que xk esta proximo de s o f(xk) es cercano a 0) o después
de un numero méaximo de iteraciones 6 tiempo de procesamiento.

INICIO: a b
6 xo= [a,b]

i ’J'
ALGORITMO
X, = X g FAX,

Sl

CRITERIO DE

PARADA STOP

Figura 2: Aplicacion de un método iterativo

2. Localizaciéon de Ceros

Cada aplicacién de un método iterativo permite (mediante la satisfaccion de ciertas
condiciones) determinar el valor de un cero de una funcion. Cuando se pretende calcular
varios ceros, serd necesario aplicar el o los métodos iterativos de acuerdo a cuantos
ceros se va a determinar. Asi mismo, antes de iniciar la aplicacion de un método es
necesario proceder a un analisis preliminar para establecer cual o cuales de los ceros se
va a determinar, asi como su localizacion eventual aproximada.

Este proceso se llama separacién de ceros y consiste en la determinacion de los
intervalos disjuntos, cada uno conteniendo un cero de la funcion.

Notese, por otro lado, que la verificacion de condiciones suficientes de convergencia de
métodos iterativos exige ciertas propiedades de la funcién y de sus derivadas, las cuales
deberén ser satisfechas en el intervalo dado en el cual se aplica el método, o que
contenga un estimado inicial para su aplicacion.

La determinacion de intervalos conteniendo uno y solo un cero de la funcion y que
satisface las condiciones suficientes de convergencia, puede ser hecha de una forma mas
0 menos automatica, mas siempre recurriendo a una o mas de los siguientes criterios:

*  Calculo de valores de funcion

*  Estudio del grafico de funcion

*  Analisis de propiedades de funcion
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El esbozo del grafico de una funcion f permite en muchas situaciones determinar de una
forma visual los intervalos disjuntos, cada uno de los cuales contenga solo un cero de f.
El grafico de la funcion puede ser obtenido utilizando medios computacionales, a través
de un estudio analitico de las propiedades de f, 0 usando ambos procesos de una forma
conjugada.

Los métodos Gréficos son utiles porque proporcionan un valor inicial a ser usado por
otros metodos

Ejemplo 1

Re solver —X
f(x)=x-e7*=0

Transformar : X
X=e"

La raiz € [0,1]
raiz ~ 0.6

Estos intervalos iniciales pueden ser utilizados por métodos cerrados, los cuales son
capaces de encontrar la raiz, de manera mas eficiente.

Los métodos cerrados se basan en el teorema de Bolzano el cual se desarrolla a
continuacion.

Teorema 1 de Bolzano: Dado un intervalo cerrado [a,b] y una funcion continua f(x),
existe al menos una solucion a la ecuacion trascendente f(x)=0 si f(a)*f(b) <0

§ fb)

fla)

Figura 3 Aplicacion del Teorema de Bolzano

El teorema de Bolzano garantiza la existencia de una raiz si existe un cambio de signo
en el intervalo [a,b], pero la antitesis es falsa, sino existe un cambio de signo, también
puede existir una raiz en [a,b].
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Figura 4 Multiples raices

Los métodos numéricos que estan basados en el teorema de Bolzano se denominan “
métodos cerrados”, ya que exigen como argumento un intervalo cerrado donde la
funcion experimente un cambio de signo.

Teorema 2 Si f es estrictamente mondtona en el intervalo [a b], f tiene como méximo un
cero en [a b].

Teorema 3 Si f es diferenciable, entre dos niimeros de Rolle consecutivos existe cuanto
mucho un cero de f.

Meétodos de los intervalos

Estos métodos empiezan con un intervalo que contiene a la raiz y un procedimiento es
usado para reducir el intervalo que contiene a la raiz.

Ejemplos de métodos de intervalos :

e Meétodo de la Biseccion

e Método de Falsa posicion

Métodos abiertos o funcionales
Método de Newton

Método de la Secante
Iteracion del Punto Fijo

3. Método de las Bisecciones Sucesivas

Uno de los problemas més sencillos de enunciar que mas motivan el estudio de los
métodos numéricos, es el de encontrar los nimeros reales que satisfagan una ecuacion
de la forma

f(x) =0
Por ejemplo:
Resolver en los nimeros reales las ecuaciones

x*~1=0, sen(x)—x=0 06 tan(x)—x=0

Las gréaficas siguientes ilustran mejor la situacién. Indican que un problema con
enunciado tan simple puede ser dificil de resolver:

Profesores del Curso R.G.J-R.C.S-M.O.R 4
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La primera gréafica sugiere que hay un Unico cero, precisamente donde ese cero estd y
las otras dos indican que hay alguno en cada caso, pero nada més. En realidad, sen(x) y
X Se encuentran en un Unico punto, x = 0; pero en cambio tan(x) y x se encuentran en un
namero infinito de puntos. Ciertamente se requiere disponer de herramientas tedricas
(teoremas) y précticas (algoritmos) para resolver problemas de esta clase.

Una de las herramientas tedricas mas importantes, que sirve de base teorica al método
de biseccion, es el Teorema del Valor Intermedio, que enunciamos enseguida.

Teorema 4 (Valor Intermedio) : Sea f una funcién continua definida en un intervalo
cerrado [a, b] y sean

m = min f(x M = max f(x
xe[a,b] ( ) y xe[a,b] ( )

Entonces, para cadas € [m, M] ; existe al menosunc € [a, b] tal que f (c) = s

Teorema 5 Si f es una funcion continua en un intervalo [a,b] tal que f(a) y f(b) poseen
signos diferentes entonces por el teorema del valor intermedio permite afirmar que
existe un numero s en el intervalo [a, b] tal que f(s)=0.

Si ademés de las hipotesis del teorema anterior se verifica que la derivada de la funcion
no cambia de signo en el intervalo [a; b], entonces la raiz es Gnica en ese intervalo.
Tenemos asimismo un criterio para verificar la existencia de la unicidad de ceros de una
funcién continua f dado en el intervalo [a,b]

1. fescontinuaen [a; b];
2. f(a)f(b) <0
3. T’ no cambia de signo en [a,b]

Entonces existe una Unica raiz en [a,b].

El método de las bisecciones sucesivas parte del intervalo inicial [a, b] que se sabe
contiene un cero de f, supuestamente Unico. En cada iteracién se produce la reduccion
del intervalo a la mitad del intervalo actual. Para lo cual, se divide el intervalo actual
escogiéndose el intervalo izquierdo o derecho de forma que la funcion tenga signo
diferente en los extremos del sub-intervalo escogido. O sea, siendo [a,, by] el intervalo

. . 1 .
de la iteracion n, se calculax,,, :E(a” +b,). El valor x, ., sustituye a a, 0 b, de

n+1

Profesores del Curso R.G.J-R.C.S-M.O.R S



UNI-FIM Calculo Numérico-MB535
ACIBAH

acuerdo si se cumple que f(x,,)f(b,)<0 o f(x
asegura que s € [an,bn] en cualquier iteracion.

)f(a,) <0. De esta forma, se

n+1

l ¥ "
Hx)

|

Xi a

B
-
1

Figura 5 : Bisecciones sucesivas

M¢étodo de las bisecciones sucesivas
Inicializacion | [a,,b,]=[a,b]

Repetir a,+b,
1.x ., =

n+1
2.Si f(x,,,)f(a,)<0
Entonces a,, =a,;b,., =X,.,;
Sino an+1 = Xn+1; bn+1 = bn’

Hasta que Verificar criterio de parada

El siguiente teorema establece condiciones suficientes para la convergencia del método
de las bisecciones sucesivas.

Teorema 6

Sea f continua en [a,b] tal que f(a).f(b)<0, y "sea s un Unico cero de f en ese intervalo.
Entonces, el método de las bisecciones sucesivas genera una sucesion convergente para
S.

Demostracion. La sucesion {a.} es creciente y limitada y la sucesion {b,} es
decreciente y limitada, por lo que ambas son convergentes.

- b-a . o _ .
Como se verifica que b, —a, = se concluye que lim a, = lim b, =z. para algin z

ela,b].

1 . - .
Como Xx,,, = E(an +Db,) se tiene también que lim x, =z.

La aplicacion del método garantiza que f(a,)f(b,) <0, para todo n. Entonces, como f

es continua se tiene que [f(z)]? <0 , lo que implica que f(z)<0 , osea, z = s, toda
vez que s es, por hipdtesis, el tnico cero de f en [a,b].

Profesores del Curso R.G.J-R.C.S-M.O.R 6
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Todavez que s € [an,bn] ¥ X,; = ;(an +b,), se verifica facilmente que

1 b-a
‘S_Xml‘gz(bn —an)zﬁ

Se puede entonces afirmar que el error absoluto del estimado x, esta acotado por
b—-a
2n

El nimero de iteraciones suficientes para garantizar un error absoluto no superior a & se

. b—-a o
puede calcular haciendo o < 6 obteniéndose el valor:

nzlogzb(;a

El siguiente ejemplo ilustra la aplicacion de este método.

Ejemplo 1 Determinar una aproximacion con un error absoluto inferior a 5x10° de la
(Unica) solucién de la ecuacion 1+x+e*= 0 que se sabe esta en el intervalo [-2, -1].

Solucion

Verificacion de las condiciones de convergencia
La funcién f(x)=1+x+e* es mondtona, f(-2)=-1+e? <0, y f(-1)= ™ >0.

Determinacién del numero de iteraciones
Como se desea alcanzar una precisién de 5x10se debe escoger n tal que
-1-(-2)

073

n=log, =n>76

Efectuando 8 iteraciones a partir de [-2, -1] se tiene un error maximo absoluto de

218 ~ 4x107°
Iteraciones

-
=

iy, o) by, Fibg) Top1 | Flraial)
3 000 | —0.865 1000 | +0.368 | —1.500 0.277
1.500 | —0.277 | —1.000 | +0.365 | —1.250 | +0.037
1 500 | 0277 1.950 | +0.037 1.375 0132
1.3 | 0122 12500 | +0.037 1.313 0.043
1.313 | —0.043 1260 | +0.037 1.2581 0.004
1.2%1 0.004 12500 | +0.037 1.266 | +0.016
1281 | —0.004 | —1.266 | +0.016 | —1.273 | +0.006
1281 | —0.004 | —1.273 | +0.006 | —1.277 | +0.001

! I = R - B TR L

Profesores del Curso R.G.J-R.C.S-M.O.R 7



UNI-FIM Calculo Numérico-MB535
ACIBAH

Solucién
La solucién de la ecuacion sera s = -1.277 + 4 x10, o sea, s € [-1.281, -1.273]

Ejemplo 2 Localice graficamente las raices de f(x) = 0, siendo f(x) = |x| - €".
Solucién

Como:
f(x)=0<|x|=¢€"

Trazando el gréfico de y=|x| e y=e*. verificamos que el punto((inico) de interseccion,
X (una raiz de f(x)=0) se situa en el intervalo < -1,0 >

Tal hecho acontece dado que:

1. feC(<-10>);
2. f(-1)f(0)=0.632x(-1) =-0.632<0;
3. f'(x)=-1-¢*, parax<0,y comotal f'(x) <0 paratodo x e<-1,0 >

Ejemplo 3 Usando el método de la biseccion sucesivas, determine un valor
aproximado para los ceros de f(x) = |x| - € con un error que no exceda a 0.15.

Solucion
De acuerdo al ejemplo 2, existe una Gnica solucién x” en el intervalo < -1, 0>. Vamos a
determinar cual es el menor valor de n tal que | X" —x_|<0.15. Este valor puede ser

determinado como:

1 015005 0I5
2" In2

Luego, n=3. Esto es se debe realizar 3 iteraciones. Partiendo del intervalo inicial <-1,0>
tenemos x; = 0.5. Como f(x;) =-0.16065 vemos que:

X" e[-1,-0.5].
Prosiguiendo el proceso obtenemos x, = 0.75 y como f(0.75) = 2.7776 vemos que
X e[-0.75,-0.5].

=274

Profesores del Curso R.G.J-R.C.S-M.O.R 8



UNI-FIM Calculo Numérico-MB535
ACIBAH

Concluimos entonces que X~ ~ X, = —0.6256 es una aproximacion cuyo error no excede
a la tolerancia dada.

4. Método Iterativo Simple (Iteracion del punto fijo)

Para aplicar este método a la solucion de la ecuacién f(x) =0, es necesario en primer
lugar obtener una ecuacion equivalente a esta que tenga la forma
x=F(x),

Donde F serd una nueva funcién a determinar de modo que las dos ecuaciones sean
equivalentes.
En seguida, se escoge un valor inicial Xo y se genera una sucesion {x,} por medio de la
relacion de recurrencia

Xn1 =F(Xp)
Paran=0,1,.... La funcion F se le llama funcién de recurrencia

F 3
v = F(x) S
F(xg) e
F{xz)
1'!-{ Xy } —
- Xg X2 45 Xj !"

Fig. 6 Método iterativo simple

Una justificacion del funcionamiento de este método reside en el siguiente argumento.
Si una sucesion {xn} converge, para un valor dado s, y si la funcién de recurrencia F es
continua, se verifica entonces que s = F(s), 0 sea, que s es un punto fijo de la funcion F.
Una vez que por hipoétesis se tiene que f(x)=0 < x = F(x), concluyéndose finalmente
que f(s) = 0, o sea, que el método iterativo simple, cuando converge, produce sucesiones
que convergen a ceros de la funcion f.

La implementacion de este método es mas simple, bastando encontrar una funcién de
recurrencia F y un valor inicial xo.

Método iterativo simple

Inicializacion | Escoger Xp
Repetir Xn+1=F(Xn)
Hasta que Verificacion del criterio de parada

Habitualmente, la funcion de recurrencia F es obtenida por manipulacion algebraica de
ecuacion f(x) =0 de forma que la variable x se encuentre en los dos miembros de la

Profesores del Curso R.G.J-R.C.S-M.O.R 9
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ecuacion. Por ejemplo, para aplicar este método en la resolucién de la ecuacion x + e™ =
0 se puede transformar en la ecuacion equivalente x = -e*, obteniéndose la funcién de
recurrencia F(x) = -e™

Cabe resaltar que para una ecuacion dada f(x) = 0 se puede obtener una infinidad de
funciones de recurrencia F. Para esto, basta notar que f(x) = 0<x = x + rf(x) para
cualquier r = 0, se tiene que F(x) = x + rf(x).

Dependiendo de la funcién de recurrencia F y del valor inicial xo, el método puede
tener diferentes comportamientos, algunos de los cuales se pueden observar en la Figura
7. Como se puede verificar, el método no es siempre convergente y, cuando converge,
una sucesion generada puede ser mondtona o no. Debido a la gran variacion para
escoger la funcién de recurrencia, es importante conocer algun tipo de criterio que
permita elegir una funcion de recurrencia (conjuntamente con el punto inicial) que
generara una sucesion convergente para la solucién s deseada.

Figura 7 Diferentes comportamiento del método iterativo simple

& 4 ]
o pF p=Ra
y=Fx pmy
f %
W TRETE] i [ A A4 A '{' 5 N dp Ao ‘f
convergencia mondtona g convergencia "alternada’ Divergencia

El siguiente teorema presenta condiciones que garantizan la convergencia del método
iterativo simple. Este teorema nos da el criterio que permite seleccionar funciones de
recurrencia que converjan.

Teorema 7 Si F es continuamente diferenciable en [a,b], max x c[ap \F ’(x)\ <1 y existe

s e[a,b], tal s =F(s) , entonces para cualquier valor inicial X, € [a,b],la sucesién
generada por el método iterativo simple converge para s.

Demostracion. Para cada n, el teorema del valor medio garantiza la existencia de &,
entre x, y s, tal que

F(x,)—F(s) =F'(5,)(x, —9)
Toda vez que s=F(s) y Xn+1=F(Xy), se tiene que
Xn+1 —-S= F’(gn)(xn - S)

Aplicando repetidamente este resultado, para n-1,n-2,...,1 se concluye entonces que

Profesores del Curso R.G.J-R.C.S-M.O.R 10
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Xn+1 —-S= F’(gn)F’(gn—l)"'F’(go)(XO - S)
Donde & €[a,b] para todo i.

Siendo L=max y cfa,) |F'(X)

, se tiene que |F'(&;) < L, entonces
1
Xny1 =8 =L"xg -5
Toda vez que L<1 se concluye finalmente que x,=>s.

Este teorema permite afirmar que si una funcion de recurrencia tal que \F’(S)\ <1, el

método iterativo simple converge desde que el valor inicial xo esta suficientemente
préximo de s. De las muchas posibilidades para escoge F es necesario seleccionar una

que verifique |F'(x) <1 en una vecindad de la solucion.

Una vez analizada la cuestién de la convergencia vamos a estudiar el comportamiento
del error de aproximacién de forma de poder establecer un criterio de parada.

De la demostracion del teorema anterior se obtiene la expresion

Xnyg =8| = L™ xo - (1)

donde L=maxX x <[a,b] \F’(x) , que se supone inferior a 1. Esta expresion determina una

cota del error de aproximacion de x,,1 con base en el error de aproximacion de xg.

Este dltimo no es habitualmente conocido y su cota conocida puede ser bastante
pesimista, por lo que serd interesante encontrar otra expresion para la aproximacion del
error. En tanto, la expresion (1) permite prever que cuanto mas proximo de cero este L,
mas rapidamente convergera a cero el error de aproximacion, por lo que menos
iteraciones serdn necesarias para alcanzar una precision deseada.

Para obtener una expresion para el error de aproximacion de Xn.1, vamos a partir
nuevamente de la aplicacion del teorema del valor medio para la funcion F en el
intervalo de los extremos x, y s, garantizandose la existencia de &, en ese intervalo tal
que F(Xn)_ F(S) = F’(gn)(xn _S)'

De aqui se puede escribir

Xpig =S = F'(&,)-(X, —9)

Xnyg —S = F'(0). (X, =S = Xpu + Xp11)

Xpig =S = FY(&)- (X = Xpa) + F(&0)-(Xouy — )
1-F'(E )Xy —8) = F'(80) - (Xpas —%;)
11-F' )| I X =] = | F ) | [ X =%, |
A-1F ) D1 X —s| < | F ) | [ X =%, |

Siendo L=max X\F ’(x)\ (y suponiendo que L<1) se obtiene la siguiente estimacion para
el error absoluto en Xp+1

Profesores del Curso R.G.J-R.C.S-M.O.R 11
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S‘SL‘X
1-L

AN

n+ ni1 — Xn

X

L . . .
El valor ¢, = ﬁ\x X, constituye asimismo una cota del error en X1, cota que

n+

puede ser calculado después de la determinacion de Xp+1.

Si se pretende determinar s con un error absoluto inferior a un valor dado de tolerancia
(8), definido en el inicio, debera verificarse que ¢, <& . Para utilizar este criterio de

parada, debe determinar L antes de iniciar la aplicacion del método.

Ejemplo 4 Utiliza el método iterativo simple para determinar una aproximacion, con un
error absoluto inferior a 5x107, del ((nico) cero de la funcién f(x)=1+x+e* = 0, que se
sabe esta en el intervalo [-2, -1].

Solucion
Funcién de iteracién y valor inicial

Haciendo F(x)=-1-¢* se tiene que f(x)=0 < x = F(X)

Se verifica que L=max y e[ -1y |F'(x)| =¢™<1.

Escogiendo xo= -2 se garantiza la convergencia del método.

Una funcién E(x) =log,(-1-x)no puede ser utilizada pues se tiene que maxy

‘F ’(x)‘ >1 en cualquier vecindad de la solucion!

Estimacién del error

e—l

€h = 1_LXn+1 - Xn‘ = 1_e_1Xn+1 - Xn‘
1 T Tni1 = F (n) En+1

{ 200000 1.13534 F5.0 % 1071
| 1.13534 1.32131 F1.1 = 1071
2 1.32131 .2G6TH +3.2 = 102
3 1.26G78 1.28174 FR.T % 1073
1 1.28174 1.27756 +2.4 % 103
5 L.27T56 1.27R72 6.8 = 104
G 1.27872 1.27830 F1.0 = 1074
T 1.27830 1.27848 5.2 % 102
& 1.27848 1.27846 F1.5 % 107°

Solucion
s~ -1.27846, con un error absoluto inferior a 2x107

Ejemplo 5

Profesores del Curso R.G.J-R.C.S-M.O.R 12
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Un balance de masa para las aguas de un lago contaminado puede ser escrita como:

Vv ‘;—f =w-QC -KV/C

Donde V=1x10° m* , Q=1x10> m*/afio, w=1x10%gr/afio, K = 0.2(m*.g)** /m*/afio

a) Se desea encontrar la concentracion C en estado estacionario (independiente del
tiempo).Use el método de las aproximaciones sucesivas, solo 03 iteraciones, iniciando
con Co=5g/m°.

b) ¢ Es Unico el punto fijo en Co+1?

Solucion

a) En estado estacionario C:j—ct: =0 ,entonces f(C)=w—-QC-KV+C =0

Algoritmo de aproximaciones sucesivas  C,,, = F(x;) =10-2./C;

. 1
prueba de la convergencia: F'(C)=—| <1
VC s
X1 = 5.5279
Xo=  5.2977
x3 = 5.3966

b) a=4,b=6 =»g(a)=6yg(b)=5.1010
F(a) y F(b) y los valores que se generan del algoritmo { x; } pertenecen a [a,b]
(Contexto cerrado), por lo tanto decimos que el punto fijo es Gnico en [a,b]

5. Método de Newton

El métodos de Newton es uno de los métodos mas poderosos para resolver ecuaciones
del tipo f(x) = 0. Tal como en el caso del método iterativo simple (del que puede ser
considerado un caso particular), este método parte de un estimado inicial X, y genera
una sucesion {x, } de una forma recurrente.

Cada nuevo valor de la sucesion, xn+1, s determinado como el punto de interseccion con
el eje de la x de la recta tangente del grafico de la funcion en el punto (x,,f(x,)), 0 sea, en
el punto correspondiente al valor anterior de la sucesion.
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N X X] Xi N

Figura 8 Método de Newton

La expresion de recurrencia que permite determinar Xn+; en funcion de x, se obtiene
facilmente notando que la recta tangente al grafico de f en el punto (x,,f(xn)) puede ser

descrito por la ecuacion:
y= f(Xn)+ f’(Xn)'(X_ Xn)

De acuerdo con lo expuesto antes, esta recta pasara también por el punto (X,+1,0).
Sustituyendo en la ecuacion de la recta este punto y resolviendo la ecuacién obtenida
para Xn+1 Se obtiene:

X

n+1 n

£(x,)
Que serd entonces una expresion de recurrencia del método de Newton. Refiérase que
en este la funcion de recurrencia X,+1=F(x,) donde:

Notese que f'(x) =0, se tiene que:
f(x)
f'(x)

f(x)=0 x=x-

Método de Newton
Inicializacion Escoger x,
Repetir f(x,)
Xn+1 = Xn T e
F'(x,)
Hasta que Verificar criterio de parada

Antes de presentar las condiciones que garanticen la convergencia del método de
Newton, se muestra graficamente en la figura 9 algunas situaciones en que el método no
produce sucesiones convergentes para la solucién de ecuaciones que se pretende
calcular.
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F 3 &
v = fix) v =fix)
J
Xy
| S VRN VR T ¢ [ S—= x2 X
Arlamients de la derivada Cambio de Concandad

Figura 9 Comportamientos no deseados del método de Newton Raphson

El teorema presentado a continuacion nos dan las condiciones suficientes para la
convergencia del método de Newton. Estas condiciones no son, en general, necesarias,
esto es, en algunas situaciones en que estas no se verifican el método converge.

Teorema 8 Sea f € C%([a, b];R)tal que f'(x)=0,y f"(x)<06 f"(x)=0 en [a, b].
Sean ademas s un (Unico) cero de f en ([a, b]. Entonces una sucesion generada por el
Método de Newton converge para s siempre que el punto inicial X, € [a,b] satisface
f'(X,) f"(x,) > 0. Ademas, una sucesion generada es mondtona.

Demostracion
Consideremos el caso f'>0 y f”">0(Los otros casos tienen una demostracion

semejante).
Sea entonces Xo € [a,b] tal que f(x,)>0, de tal forma que f'(x,)f"(X,)=0. Como f
. - . f(x
es creciente y el cero s es unico se tiene entonces que Xo>s. Como X, = X, — f,(( 0)) se
XO

tendré que X1 <Xo.
El desarrollo de Taylor de f en torno al punto X, permite escribir

()= 1)+ 10a)s %)+ o) (5%, )

Para algun &g entre X y s. Como, por hipotesis, f (s) =0, se tiene
T ) (g T00)
F'(%)  2f'(x,) (%)

Atendiendo a los signosde f"y f".Como x, = X, —

F (%)

’
0

Suponiendo que x,> s, y argumentando como antes, es posible concluir que Xp«1< Xn Y
también que x> s.
Se ha demostrado por induccion, que {x, }es decreciente y limitada inferiormente por s.
Entonces {x, }es convergente, para un valor dado z, en el intervalo [a,b].

f(x)
f'(x)

z=F(z), y ademas f(z)=0, demostrdndose que la sucesion converge para un cero de f

, entonces x;< s.

Como la funcion F(x)=Xx- es continua y como x., =F(x,), entonces
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en [a,b]. Siendo este cero Unico (debido a la monotonia estricta de f) concluyéndose
finalmente que z=s.
Vamos ahora a determinar la evolucion del error de aproximacion para las estimaciones
generadas por el método de Newton. En la exposicion que se sigue se supone que {X, }
esta incluida en el intervalo [a,b]. Una vez mas, el desarrollo de Taylor de f en torno de
Xn, garantiza la existencia de &, entre x, y s tal que
fF"(€n) 2

f(s)=f(x,)+ f’(xn)(s—xn)+7“(s—xn)
Una vez que f(s)=0, esta expresion puede ser escrita en la forma (suponiendo
f'(x,) #0)

:Xn_ f(Xn) _ f”(gn) (S—Xn)2
Fx)  2f'(x,)

como X, ., =X — %) , e concluye entonces que
n+l n f’(Xn)
f"(€,)
st =) g
Z\f (xn)\

Definiendo ahora Ma=maxxea | f "(X)| Y Mi=MiNxeapy | f'(x)|, suponiendo que m1>0, y
siendo ¢, una cota de |s — X,

, podemos afirmar que &n+; dado por
2m, "

n+1

ser una cota de \s - XM\ . Es ahora posible concluir que

2
2

€y = ml MZ €
M, { 2m

, desde que &, es una cota de \s— xo\. Notese que esta cota del

n

es una cota de |s—x,

error de aproximacion apenas es Util cuando —2

& <1

1
Ejemplo 6. Utilizar el método de Newton para determinar una aproximacion, con un
error absoluto inferior a 5x10°°, del (tnico) cero de la funcion f(x)=1+x+e*, que se sabe
esta en el intervalo [-2, -1].

Solucion

Condiciones de Convergencia
f'(x)=1+e* > f'>0
f'(x)=e*—> f">0
El método converge desde que xO esta a la derecha del cero, garantizando que
f'(X,)f"(x,)=0.

Valor inicial y estimacién del Error
m =min__ 71]\ f'(x) =1+e”

M 2 = MaxX xe[72,71]‘ f ”(X)‘ = e71
Siendo xo=-1 (ver arriba), se puede tomar go=1 (estimacidn pesimista).
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A M . . -
Asi mismo 5 2 g, ~0.16 <1y la cota de error vista anteriormente puede ser utilizada.
1

Iteraciones
Tl Ty JESY Fan) Tl En+1
O —1.00000 | +3.68 < 107" | +1.368 | —1.26804 | +1.6 = 107!
1 126804 | +1.92 « 1072 | +1.2581 127845 | +4.3 = 1079
2 197845 | +1.97 « 1075 | +1.278 197846 | +29 « 107Y
Solucién

s~ -1.27846 (con todos las cifras exactas)

En este ejemplo se verifica que el método de Newton presenta una convergencia
bastante mas rapida que los métodos anteriores, consiguiéndose una precision mayor
con un menor namero de iteraciones. Como sera discutido mas adelante, el método de
Newton en la generalidad de los casos es un método de convergencia mas rapido.
Notese en tanto que su aplicacion exige el célculo de valores de la derivada de la
funcién y también que las condiciones para su convergencia pueden ser més dificiles de
verificar.

Teorema 9. Sea f eC?([a,bl®) y s un cero de f en [a,b] , tal que f'(s)=0,
entonces existe & >0 tal que la sucesion {xn} generada por el método de Newton
converge para s siempre que X, € [s—&,5 + 5]

6. Problemas resueltos

Problema 1
Un cable telefonico suspendido entre dos postes tiene un peso de o Kilogramos-
fuerza/m. La tension en medio del cable es obtenida por la solucién de la siguiente

ecuacion:
2Tsenh[m'] =S
a 2T
Donde:
S es la longitud del cable = 32m.
L es la distancia entre los dos postes = 30m.
o = 0.10 Kgf/m
Se pide:
a) Utilice el método de la biseccion para hallar la tensiobn T a partir de las
siguientes condiciones : intervalo inicial [ 2 3], Tol= 1E-2.

Solucién
Resolviendo por biseccion X =T

f (x) = 20xsinh (15} -32
X

a=2 b=3 f(a)*f(b)<0
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| a b X
0 2 3 2.5
1 2 2.5 2.25
2 2.25 2.5 2.375
3 2.375 2.5 2.4375
4 2.375 2.4375 2.40625
5 2.375 2.40625 2.390625
6 2.390625 2.40625 2.3984375

b) El valor hallado en la ultima iteracion del item a) considérelo como valor inicial
para aplicar el método de Newton Rapshon. Muestre el algoritmo y realice 02
iteraciones. Obtenga el error en la Gltima iteracion.

Solucién
f (x) = 20xsinh [15] -32
X

af (x) = 20xsinh [15] - 3Ocosh[l'Sj

dx X X X
i+1 — XI _w
Algoritmo: F() =01, 2
i X f(x) df/dx t

0 2.4063e+000 -1.8905e-002 -1.6786e+000 1.1262e-002
1 2.3950e+000 1.3700e-004 -1.7030e+000 -8.0448e-005
2 2.3951e+000 7.0812e-009 -1.7028e+000 -4.1585e-009

Error = 4.1585e-009
c) ¢Es posible encontrar un algoritmo del punto fijo para encontrar el cero cercano
a 2.3?. Si su respuesta es afirmativa encuentre el algoritmo. Justifique.

Solucion

15
900=—""4+
asinh| —
5
, 75
9'(x) = . <1
(asinh(Sn /25 + 64 * x?
X
2.3
« - 15
[F N
asinh(gj
Algoritmo 2 i=0,1,2...
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Problema 2
Demuestre que la siguiente sucesion converge a \/ﬁ:
~ xn(xn2 +3R)
~ 3x,°+R

Xo =15

n+1

Realice 03 iteraciones a partir de , para estimar V3 y comente sus

resultados.
Solucion

lim X

im, .. X ne M = S, el valor al cual debe converger.

Sea: o e T
sls® +3R

ST g32+R)

3s® +sR=5s°+3sR

2s® = 23R

s’=R

s—JR

Aplicando el algoritmo:

x1 = 1.73076923076923
x2 = 1.73205080739327
x3 = 1.73205080756888

Donde las 14 cifras decimales son exactas comparadas con V3 , la convergencia es
rapidisima.

Problema 3
El desplazamiento X (metros) de una masa que experimenta una oscilacion
amortiguada varia con el tiempo t (segundos) segtin el modelo:

x=-0.1e”"[cos (v t)- (B /1w )sen (o t)]

1
S€9 " Al realizar mediciones se obtiene un

w=T75seg™"

Donde A y @ tienen unidades de

desplazamiento x de 0.0162 metros en un instante t de 0.41 segundos,

Determine el parémetroﬁ .
a) Localice la raiz o raices
b) Realice 03 iteraciones del método de biseccion y muestre el error.
c) A partir de la aproximacion obtenida en b) realice 03 iteraciones de Newton-
Raphson y muestre el error.
Solucion
a) Tabulando :

f(B)=0.0162+0.1e** [cos(7.5*0.41) —%sen(?.S* 0.41)]

B f(B)
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-8 0.0127
-7 0.0109
-6 0.0081
-5 0.0039
-4 -0.0025
-3 -0.0122
-2 -0.0270
-1 -0.0494
0 -0.0836
1 -0.1355
2 -0.2144
3 -0.3343
4 -0.5165
5 -0.7933

Se observa que la Unica raiz debe estar en [-5,-4].
b) Aplicando biseccion:
a X b err
-5 -4.5 -4 0.5
-4.5 -4.25 -4 0.25
-4.5 -4.375 -4.25 0.125
Raiz aproximada -4.375 y error es de 0.125

c) Aplicando Newton-Raphson:

~f(8,)
t(8,)

x0=-4.37500000000000

x1=-4.33776519902844  err1=0.03723480097156
X2=-4.33805268463188  err2=2.874856034402740e-004
x3=-4.33805270194987  err3=1.731798970894261e-008

ﬂn+1 :ﬂn

Problema 4

Dada la funcion f(¥) =x-2+Inx

(@) Localizar graficamente las raices de ecuacion
(b) Realizar una iteracion utilizando el método de Newton tomando x0 =1.5

Solucion
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LN(x)

;

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

f(x)=x-2+Ln(x)

f'(x):l+%
f(x,)

Xn+1 = Xn - f'(Xn)
X, =15
X, =1.5567

7. Problemas Propuestos

(a) Trate de encontrar todos los ceros de f(x) = cos(x) - cos(3x) por un
procedimiento gréfico o analitico. Enseguida utilice un método numérico para
aproximar los ceros que se encuentran en el intervalo [-2r,2x].

(b) Argumente por medios gréaficos que la ecuacién x = tan(x) tiene infinitas
soluciones. Conjeture el valor de dos de esas soluciones y confirme su
conjetura con un método numerico.

(c) Evalue

o 6+36+76+.

3/
Sugerencia: Sea x0=0 y considere g(x) =%6+x . EI'nimero S es un punto
fijo de la funcion g

(d) Sea f(x) =x2 —a demostrar que el método de Newton lleva a la recurrencia:

Xn+1 =4 Xn +—
2 X,
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I1. Sistemas de Ecuaciones No Lineales

1. Introduccion

En este capitulo abordaremos el problema de solucion numérica de los sistemas de
ecuaciones no lineales. Un sistema de n ecuaciones con n variables xi, Xa,..., Xn puede
ser descrito en la forma:

fl(Xl’XZ’A ’Xn)

fZ(Xl’XZ’A ’Xn)
M

f (X, %A ,X,)

n

Donde fi, fy, ..., fo son funciones de " en
Utilizando una notacién mas compacta, podemos definir el vector x= (x1, Xz,..., X,)' y la
funcion F: "> " de acuerdo con:

0
0

0

fl(X) fl(Xl’XZ’A ’Xn)
_ fz(X) fz(xl’xz’A ’Xn)

F(x)= =

M M
f,00] L (.00, %,)
Podemos escribir el sistema de ecuaciones como:
F(x)=0

Ejemplo 1 El sistema de ecuaciones:
X, +% Ln(x,x,)—2=0
X, X,” +5X, —3=0
Puede ser re-escrito en la forma F(x)=0 definiendo la funcion:
F:R" >R

1
co | % +ELn(x1x2)—2

X, X,” +5X, —3
En la casi totalidad de las situaciones no existen métodos directos para la solucion de
sistemas de ecuaciones no lineales, siendo necesario recurrir a los métodos iterativos.

En las secciones siguientes estudiaremos dos métodos iterativos para la solucion de
ecuaciones no lineales.

2. Método lIterativo simple (Iteracion del Punto Fijo)
Anéalogamente al caso unidimensional, el método iterativo simple se base en la
posibilidad de escribir el sistema de ecuaciones F(x)=0 en otro equivalente de la forma:

x = G(x)
Donde G:R" — R", 0 sea,
X = 91(X11X21A 1Xn)
X, = gz(Xqu’A 1Xn)
M
X, = gn(Xqu’A 1Xn)
Donde g,, 9,,A , g, son los componentes de G .
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Los métodos iterativos simples consisten entonces en generar una sucesion de puntos en
" por medio de la relacion de recurrencia:
X(k) = G(X(kfl) ), k = l, 2, A

a partir de un punto inicial x(). Se pretende que esta sucesion de puntos en " converja
para un punto fijo s de la funcién G, esto es, tal que s = G(s) que sera por tanto solucion
del sistema original, o sea, tal que F(s)=0.

Este método es totalmente andlogo al método iterativo simple ya estudiado, siendo
ahora necesario calcular en cada iteracion las nuevas estimaciones de todas las
variables.

Ejemplo 2 Re- escribiendo el sistema:

X, +% Ln(x,x,)—2=0
X, X,” +5X, —3=0
a la forma equivalente:
X, =2 —% Ln(x,x,)

X, = %(3— xlxzz)

se obtiene la siguiente expresion de recurrencia:

X ) = 2 _% Ln(Xl,(k—l)XZ,(k—l))
Xo (k) = %(3— Xl,(k—l)xg,(k—l))

Partiendo de la estimacion inicial X1,y =1 Y X2,(0)=1, Se obtiene los siguientes resultados
k Ik T2 (k) g Lkl L2,k W | gl Sy L2 (k) }
(1] IRLLLLIERRILLLL w1 LLLL [IETLLLT
1 e L LELIRRIELLT] 211167 1, 53600
2 | 2.11157 | 0.53600 1.93800 0. 47867
3 || 103800 | 047367 203752 0.5111%

4 || 203752 [ 0.51110 107N 0. 49351
S| 107064 | 040351 201164 0. 50357
G || 2.01164 | 0.50357 104554 0. 40708
T | 100354 | (40708 2 (W56 0.50113
8 || 2.00364 | 0.50113 100796 0.40937
G (| 1.09706 | 040037 200114 0. N3G
10 (| 2.00114 | 050036 1. 000356 0. 40080

Como pasa con todos los métodos iterativos, es importante analizar la convergencia del
método iterativo simple. El siguiente resultado nos da las condiciones suficientes para la
convergencia del método iterativo simple. Es de notar la semejanza entre estas
condiciones y las presentadas para el caso unidimensional

Teorema 1 Sea Dc " un conjunto cerrado y convexo. Sea G: D = " de clase C*
Y sea||.||unanormaen ".Si:
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i) [Je(x)sL<1  vxeD
i) G(D)c D
Entonces:
i) existe uno y solo un valor de z e D tal que z =G(z)

ii) el método iterativo simple converge para z, cualquiera que sea x% e D
i) Se verifica que:

=)

El siguiente ejemplo ilustra la aplicacion de este teorema en la solucion de un sistema
de ecuaciones no lineales

Ejemplo 2 Consideremos el sistema de ecuaciones

{ dv) —cos(r) +79) =4

3ra —sinf{xy +x3) =6

Re- escribiendo este sistema en la forma

T = 1+ lersl:::m =+ :i"-_l:l
ry =2+ %siu{.n + ra) (l)
y definiendo
- ¢ (x) 14 Lcos(x, 4 r,)
Gla) = "rl: T = T o 1 3
mix) 2 + gsin(ry +z9)
Se obtiene

_ -'rsiui:.n + ra) -'rs'mi::m + w3}
Jal=)=| [ o )
goosiry +x) goos{ Ty + 13)

¥

. - 7 .
Facilmente se verifica que |Jg (x)], SE para cualquier (xi,x2) € 2 Se concluye

asimismo que el sistema tiene una solucion Unica y que el método iterativo simple como
una expresion de recurrencia dada por (1) converge para esa solucion, cualquiera que
sea el punto inicial escogido. En la siguiente tabla se presentan los valores obtenidos
partiendo del punto inicial Xy) =1y X2,0) =1
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k o Wy . ) i (x Lk T2 (kY 3| g2l LEYs T2 (k) )
O (| 100000 | 100K 0. BO606G 230310
1| O 80506 | 230310 0.75041 1. 08085
2 1 0.75041 | 198085 0. 7075 213297
3 || 0.77075 | 213207 0. 7504 207854
4 || 0.75704 | 207354 (. 76161 2. 10042
5 )| 0.76161 | 210042 0.75071 2. (0195
G (| 0.75071 | 200108 0. 76043 2 (05240
T | 0.76043 | 200520 0. 76015 2 (400
& || 0.76015 | 2.00400 0. 76026 2. 09450
9 | 0.76026 | 2.00450 0. 76021 200431
10 | 076021 | 200431 0. 76023 2 (0438
11 [} 0.76023 | 200438 0. 76022 2 (0435
12 | 0.76022 | 200435 0. 76023 2. (0436
13 || 0.r6023 | 2.00436 0.76023 2,004 36

El punto obtenido es x; = 0.76023 , x,= 2.09436

Las condiciones suficientes de convergencia enunciadas en el teorema 1 permiten guiar
la eleccion de la funcion de iteracion G, también como el punto inicial x(). Debemos asi

mismo escoger una funcién G tal que [Jg(z)|<1, para alguna norma subordinada,
donde z es la solucion deseada. Con estas condiciones es posible garantizar la
convergencia del método cualquiera que sea el punto inicial X suficientemente

préximo a z, o sea, tal HX(O) - zH < ¢ para ¢ >0 suficientemente pequefio.

3. Newton Raphson

El método de Newton para la solucion de sistemas de ecuaciones es también una
generalizacion del método ya estudiado para el caso unidimensional. Consideremos
nuevamente el sistema de ecuaciones F(x)=0. Suponiendo que la matriz de Jacobianos
Jr(x) es no singular, este sistema es ademéas equivalente a Je(x) *F(x)=0, o también:

x=x=[3 (] *F(x)

El método de Newton consiste en utilizar esta expresion como relacion de recurrencia
para generar una sucesion de puntos {xk} que se pretenda convergente para la solucion

z del sistema de ecuaciones. Los términos de la sucesion son calculados a partir de

X(k) = X(kfl) - [J E (X(kfl))]él F (X(kfl)) k = 1, Z,A

Siendo el punto inicial x) convenientemente escogido.
Para obtener X es necesario determinar:

oM, M

0%, OX,,

I ()= A DA
A
X, X, || Xy

Profesores del Curso R.G.J-R.C.S-M.O.R 25



UNI-FIM Calculo Numérico-MB535
ACIBAH

Siendo en seguida calculado v(kfl)—[JF(x(kfl))}lF(x(kfl)). Este célculo se efectla
resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Je (X(k—l))\/(kfl) - F(X(kfl))

Finalmente, se obtiene Xy a partir de la ecuacion:
X0 = Xie-) ~ Vi)

El siguiente teorema presenta condiciones suficientes para la convergencia del método
de Newton. Tal como en el caso unidimensional, se verifica que este método presenta
una convergencia cuadratica desde que la matriz Jacobiana usada en la solucion del
sistema de ecuaciones sea no singular.

Teorema 2
Sean F de clase C? y z tal F(z)=0. Si det (Je(z)) # 0 entonces una sucesién generada por
el método de Newton es convergente para z cualquiera que sea el punto inicial x(0)
suficientemente préximo de z. Se verifica ademas que existe una constante positiva c tal
que:
2

|2 = X = ez =%
0 sea la convergencia es cuadratica.
El siguiente ejemplo ilustra la aplicacion del método de Newton en la solucion de un
sistema de ecuaciones no lineales

Ejemplo 3 Volvemos al sistema de ecuaciones:
X, +% Ln(x,x,)—2=0

X, X,” +5X, —3=0
Definiendo la funcién:

1
F(X): X1+ELn(X1X2)—2:0

X, X,” +5X, —3=0
Se obtiene la matriz Jacobiana:
P
Je (X) - 2%, 2X,
X;  2%X,+5]

La expresion de recurrencia del método de Newton tomara para este caso la forma:

X1 (k) _ X (k-1) | Vl,(k—l)—
X5, (k) Xok-1) | | Va (k- |

Donde,
1 1 1
1+ - —
2X1,(k—1) 2X2,(k71) B/l'(“)} = k™ 22Ln(xl‘(k1)xz'(k1)) 2
XZZ,(k—l) 2X1,(k—1) X2,(k—1) +5 |72k Xl,(k—l)XZ,(k—l) + 5X2,(k—1) -3
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Iniciando las iteraciones en el punto xy) =1y X2,0) =1 se obtiene:

. . 1
F(:?',u], = [ 3 ]

y también:

Se tiene entonces que:

T, ()

U2 ()

[ -oss
| 055

y | [ 185
\ | 045 |

Los resultados se resumen en la siguiente tabla:

Resolviendo el sistema:

resultando entonces:

El 26 L2 (k) filxim) | fole) Uk Uz (&) Ta k41 | Toiei1y
0 | 1. (]MME | 1Ok AL LIRE=ALLLLT O A5 | 0.5 5000 1. 850} | 0450040
1| 1.85(HKb | 045NN 0.24166 0.37538 0.14453 005192 | 1.004583 | 0.501092
O I S N 000455 | 001215 000517 | 000102 AL LTI RUETLITL ]
RARALLLLIRRIET LI XL LIXLLELT XL LT LIRLLLLL dALLLLTN UL

La convergencia cuadratica del método de Newton es notoria en

este ejemplo en la que

se obtiene una solucién de un sistema en 3 iteraciones con error menor a 10°. Esta
caracteristica de elevada rapidez es una de las grandes ventajas del método de Newton.
Entre las mayores desventajas se incluye el elevado nimero de operaciones necesarias
en la ejecucion de cada iteracion del método y también la necesidad de recurrir al
calculo de las derivadas de las funciones que definen el sistema de ecuaciones.
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