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Diferenciacion Numeérica

Introduccién

El célculo de la derivada de una funcién puede wemproceso "dificil" ya sea por lo
complicado de la definicion analitica de la func@por que esta se conoce Unicamente en un
namero discreto de puntos. (Este es el caso sideidn representa el resultado de algun
experimento).

El problema de diferenciacibn numérica aparenteen@st semejante al de la integracion
numérica, 0 sea, una vez que se obtiene el polmamtérpolante de la funcion f(x), la
aproximacion de las derivadas se pueden obtenstaddo el polinomio, pero se debe tener
cuidado. La diferenciacion tiende a magnificar pagjuefias discrepancias o errores en una
funcion aproximada como se muestra en la figura 1.

dfix:)/dx
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] b
Figura 1 Aproximacion a la derivada usando la detavde un polinomio

Por la Figura 1, un polinomip,(X) parece ser una excelente funcién para aproxirar e

. . b b . dp, (x)

integrando de la mtegraj p,, (X)dx porJ' f (x)dx. Mientras que, q que representa la
a a X

inclinacion de la recta tangente jpi€x), puede ser significativamente diferente en magrat

df (x)

, aun en los puntos dongg(x) y f(x) tienen el mismo valor. Derivadas de orden

dx
superior tienden a magnificar las discrepanciagmi&so, la diferenciacion numeérica es un
proceso menos preciso de la integracion numeéraiebg evitarse si fuera posible. En verdad,
los Ingeniero y Cientificos usan la diferenciacnimérica con datos de laboratorio con cierta
precision.
En esta separata estudiaremos técnicas para aprdasrderivadas de una funcion y veremos
el analisis de error de dichas formulas.




Formulas para la primera derivada: La definicion de la derivada de una funcion #x) el
punto "X" esta dada en términos del limite:

flz+h)—f{x)
h
De esta definicion podemos decir que si "h" es pquentonces:

=i,

F(z+h) - f(x)
¥ b

ey

(Note el simbolo de aproximacion). Esto nos da diatamente la primera féormula numeérica
para aproximar la derivada:

F{x+h)—f(x)
b

D, f () =

Antes de ver algunos ejemplos donde usamos estailidrtratemos de contestar la pregunta
de ¢ Cuan buena es esta aproximacion de la deriviada@l Teorema de Taylor sabemos que:

2

flz+h)=f)+ht'(x) +h?f”(E_,x)

donde Ex esta entrex y x+h. Si despejamos ahora en esta formula b(x) y usamos la
definicion deD, f(x) tenemos que:

h
Fiz) = Dyfz) - 5E7(5,)

Esta formula nos dice que, f(x) aproxima a f '(x) con un error proporcional a 'te,, O(h).

Ejemplo 1: Tomamosf(x) = x’y queremos aproximafr'(l)cuyo valor exacto es nueve. En la

siguiente figura ilustramos los errorg|f: I(1:'_th'(1:'| como funcion de "h" en escala

logaritmica.

Solucion:

fl=inline("x."9";
x=1; h(1)=0.5; hvals=[]; dfbydx=[];
for i=1:17
h=h/10;hvals=[hvals h];dfbydx(i)=(f1(x+h)-f1(x)) /h;
end
exact=9;loglog(hvals,abs(dfbydx-exact),*");
axis([1e-18 1 1e-8 1e4))
xlabel('valor de h");ylabel(‘error en aproximacion’ );
title('Aproximacion de f " (1) para f(x)=x"9")
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Podemos ver que los errores disminuyen hasta uio eialor critico hyn" luego del cual los
errores aumentan a pesar de giiedisminuye. ¢Contradice esto el resultado anterior
respecto al Q) del errorNO! El resultado anterior es sobre la convergendi aiitmética
es exacta y se dice que es un resultado asintdtac@igura ilustralos efectos de redondeo
debido a la aritmética finita los cuales se hacen significativos panéa jequefio y pueden
afectar cualquier formula numérica para aproxiraatdrivada. Sin embargo, una férmula con
un grado de aproximacién digamos €)(&s preferible que O(h) ya que los errores (tegjic
tienden a cero mas rapido y alsT ho tiene que ser tan pequefa reduciendo asfdotos de
los errores por la aritmética finita.

El método anterior usando la expansion de Taylqueele utilizar para obtener formulas para
aproximar la derivada con un grado de aproximagiés alto que uno. llustramos esto para la
obtencién de una formula Gfh Si en lugar de llegar hasta términos de ordes, do
expandimos hasta términos de orden tres en la sprade Taylor, obtenemos las formulas:

2 3

flz+h)=1f(z)+hi(z) +h?f”(x)+h?f’”(r;x) .

2 3

F(x —h) = () — hf'(x) +h?f”(xj - ="y

Si restamos estas dos ecuaciones, despejamok'parg usamos el teorema del valor medio
aplicado &"(x) obtenemos la férmula:




h2
£'(z) = Dyf(=) — E

donde

F(x +h)—f(x—h)

D2F(x) =

y v, esta entre [x-h, x+h]. Tenemos pues que la férni[&(x) tiene un error proporcional a

o(H).

Ejemplo 22 Comparamos las dos formulas obtenidas hasta glansaaproximar f '(x) con el

ejemplo de f(x) = x°para f'(l). Los resultados los presentamos en forma tabuteda
distintos valores de h:

h Dyf(D || ey -Duf| | DREC) £'(1) - DEF(D)|
| 01 | 135795 | 457948 | 9.85264 | 0.852636 |
| o005 || 110266 | 202656 | 921079 | 0.210788 |
| 0025 || 995452 || 0954519 | 9.05255 | 0.0525492 |
| 00125 || 946337 | 0463374 | 901313 | 0.0131281 |

Este ejemplo ilustra lo superior de la form Pn (=) Note gue cada vez que h se divide
entre dos, el error en la formi Puf ) se divide por dos (aproximadamente) mientras que en

la formula Dy f(x) se divide (aproximadamente) por cuatro (¢,por qué?).

En forma similar se pueden obtener formulas deromayor utilizando expansiones de
Taylor que envuelvar+ 2h, x + 3h, etc. Por ejemplo la expansion:

Fx — 2h) — 8F(x — h) + 8F (% + h) — F(x + 2h)

iz = 12h

+0Ofh*)

Da una férmula de orden cuatro para f '(x). Es ingme observar que mientras mas alto el
grado de aproximacion de la férmula, mas suaveetmgue ser la funcion para que dicha
aproximacion sea valida. Por ejemplo esta férmeladien cuatro requiere que la funcién
tenga cinco derivadas continuas en el intervalougrstion mientras que la formula de orden
dos requiere Unicamente tres derivadas continuas.

Férmulas para la segunda derivada El proceso de arriba se puede usar para obtener
formulas para las derivadas de orden mayor de anmd funcién f(x). Usamos este proceso
para obtener una formula para la segunda derivdskndo el Teorema de Taylor, podemos
escribir las expansiones:




2 3 l

flz+h)=fz)+hi'(x) +h?f”(xj + ?f”’(x} +2—4f“’”(§x} )
2 E 4

flz—h)=f(=z)—hi'(x) +h?f”(xj - ?f’”(x} + 2—4f“’”(nx) .

Sumando estas dos expansiones y despejando pgraldtenemos:

2

h
£(x) = D) - 3£ (1)

Donde:

F(x +h) — 2F(x) + Fx — h)
hﬂ

DiHf(x) =

y v, esta entre [x-h, x+h]. Tenemos aqui una formularden dos para f "(x).

En forma similar se pueden obtener formulas deromayor utilizando expansiones de
Taylor que envuelvar+ 2h, x + 3h, etc. Por ejemplo la expansion:

—f(x—2h) + 16f(x — h) — 30F (=) + 16f(x +h) —F (= + 2h)
12h*

£(x) = +OfhYy

Da una férmula de orden cuatro para f*(x).

Diferenciacion usando polinomios de interpolaciénSuponga quéx ,,X,,..,X,} Son puntos
distintos y seafx) el polinomio que interpola a f(x) en estos mstENtonces aproximamos
f'(x) por:

F'z) = pu(x)

Suponga qué = ‘xi =X/, i#. Se puede demostrar que

£'(z) —pp(z) = OB™) . = €[xg.x5,]

Aunque no discutiremos en mas detalles este méfata aproximar derivadas, Si
mencionamos que las dos férmulas que discutimas garoximar f '(x) se pueden obtener
usando polinomios de interpolacion de grados udosyrespectivamente.




Ejercicios:

1. Utilice las formulas para aproximar la primera gwada derivada discutidas en esta
leccion para aproximar las correspondientes deawatk la funcionf(x) = x> cos(x)
en x=1y para h=0.1, 0.01.

2. Usando el Teorema de Taylor verifique la férmula:

Fx — 2h) — 8F(x — h) + 8F (= + h) — £(x + 2h)

=)= 126

+0Ofh")

(2)
3. Para la férmulss ey repita un proceso similar al del Ejemplo 1 dondé sk
disminuye hasta que el error en la formula empéeaamentar.




Integracion Numeérica

Introduccién

En diversas aplicaciones es necesario calculatdgral definida de una funcidmpara la cual

Nno se conoce una expresion explicita de una pvimital primitiva es obtenida ain cuando
no se conoce una expresion de la funcion propiaandicha. En estas situaciones puede ser
utilizada la integracibn numérica que consistemoxmar

1(f) :j:f(x)dx

Utilizando apenas valores de la funcién f en umwato finito de nodos del intervalo [a; b].

&

fix)

|
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De una forma general, puede decirse que los métdeldategracion numeérica consiste en
aproximar una funcion f por otra funcién g cuyamtiva sea mas simple de calcular. De esta
forma, la integral de f puede ser aproximado por

1(f) = 1(g) = [ g(x)dx

El error cometido en este proceso, es represeptads(f), y esta dado por

E(f)=1(f)-1(g)=1(f -9)
dado que la integracion es un operador lineammi&sino la aproximacion sera tanto mejor
cuando la funciolg se aproxime mejor faen el intervalo [a; b].

Reglas de IntegraciorBasica

Dado que las funciones polinomiales son simplesntiggrar, la utilizacion de polinomios
interpolantes en la aproximacion de funciones titolygn una herramienta interesante en
solucién de problema de integracion numeérica.

Las reglas de integracion basicas consiste en apaoia integral dé en [a; b] por la integral
de un polinomio interpolante den un conjunto da nodos en & b].

Designaremos pqu, un polinomio de grado menor o iguah&ue interpola &en los nodos
Xo < X1 < ... <X, pertenecientes a| b]. Representando este polinomio en la forma de biewt
Gregory, obtenemos:




2 n
P2 (%) = Yo + Ay, +s(s—1>A2,y°+~-+s<s—1)---(s—(n—1))An,y° y s=

1= [0 f(ax= [ p,(x)ax

Figura 1 Polinomio interpolador de una funcfon

Para calcular error de integracion(g;) basta integrar el error de interpolaciés)(
Er(X)=f(X)-Pn(X) entoncesf(x)=P,(X)+Er(X) y de esta forma:

Ib F(dx = Ib P, (X)dx + jb E; (X)dx

Luego, el error cometido en la integracion vale:
b
E, = [ E; (X)dx

(n+1)
Donde:| Er (x) =h™s(s-1)(s-2)---(s—n) €) para algaré ([a, b]

(n+1)
Reglas de Integracion
Béasica-Ejemplos
con un nodo con dos nodos
Regla del punto medio Regla trapezoidal

cof tres nodos

Regla de Simpson Regla de Simpson compuesta




Definicion.- Una regla de integracion se dice glado de exactitud o de precisionn si
integra exactamente todos los polinomios de gragloomo igual an y existe por lo menos un
polinomio de gradm+1 que no es integrado exactamente.

Reglas Compuestas de Integracion

Consiste en dividir el intervalo [a; b] en sub-mtdos, interpolaf en cada uno de los sup-
intervalos y aproximar la integral den [a; b] por la suma de las integrales de losmpuolios
interpolantes, en su sub-intervalo respectivo.

Sea:
a=X, <X <..<Xy =b

En cada sub-intervalogf; x], la funcionf sera interpolada por un polinomph, de grado
menor o igual ajkEntonces, la aproximacion de la integraf da [a; b] sera dada por:

| :j:f (X)dx = Zj: p. (X)dx

Representamds el ancho del sub-intervalgf; x], o sea
hi =X —Xi-1.
Muchas veces consideramos los sub-intervalos d¢ &ncho, esto es,
h=h=P"2 p
N

Regla del Trapecio

En cada sub-intervalo es utilizado un polinomiogdedo menor o igual a 1 que interpolé a
en sus extremos.

=Xg X X2 Xy, ¥

b-a

Siendon el nimero de sub-intervalos, el ancho de cadargabralo esta dada pdr= N

Los extremos de los sub-intervalos seran los puntos
x, =a+ih, parai=0,1,.., N




Designando poy; o valor def enx;, el polinomio que interpolafaen los puntos;; y X esta
dado por:
Regla simple del Trapecidi=1)
b b b
L= £ 09dx =] p (= [ (v, +Ay,s)dx

s=(X-%0)/h ,=» dx=hds
Paraxi.1 =X = s=0 ,
Xi =X 2s1
Integrando el polinomip; en [o; X;] se obtendra (el area del trapecio!)
1

b Xy X, 1 52
| = L f (X)dX = J;O f (X)dX = Lo(yo + SAyO)d)( = Io (yo + SAyO)hdZ =h yos_'_EAyo

0

1T 1 h
= h[yo +2Ayo}0 = h[Yo +5(y1 - yo)} =5(yo +v,)

Regla Compuesta del Trapecio

Sumando para todos los sub-intervalos se obtendra:
b N, ex, N h
L=[F0dx=2 [ P (=37 (i + ¥:)
=1 "t i=1

La expresion para la regla de integracion del si@psera entonces:

h
I :E(yo +2y, +2y, +-+ 2y, +Yy)

Error de truncamiento

En el intervalo X.1; %], el error de aproximacion deor p esta dado por:

E = [ E (9ax= [ hs(s-1) f "(.E) dx = [ h?

L

Entonces, el error de aproxmacién de la reglddmbecio para un intervalo sera:

f 2(!E) hds = h? [} (s - 9) 1 2 2(!E) ds

()

El error de truncamiento de la regla del trapecio compesta es la suma de los errores
en cada dos sub-intervalog;f x] , esto es:




Etrap:E]_+E2+. . .+EN
3
DondeE =~ f"(&) &, O[x_,%], coni=1,...,N-1,N.

Un limite del error, entonces, sera determinado:
|Etrapl<|E1|+Ez|+...+En|

3
Siendo\Ei\:h—Mi y M, = max]|f"(x)
12 *C[x1.% ]
h3 h3

Sea M, =maxf"(x).EntoncesE | <—M | <|—M

ngﬁ()‘ $Ei 12 712 2

h3
Asimismo, |E, | < nEMZ. Como N = (b—a)h, se tiene que
() " t(e)
E(f)=—(b-a)— "
( )12 3

Error de redondeo

Considerando que cadatiene un error absoluto maxingpel error de redondeo en la regla
del trapecio satisfacera la condicion:

0 |h
£, < ;(_)yi[z(yo +2y, +..+ 2y, Yy )}9

=2(s+2£+...+2£+s)

:D2N£
2
=(b-a)¢

Un mejoramiento para el error absoluto totl la aplicacion de la regla del Trapecio, sera
dado por:

E(f) +e,

Ejemplo:

. 2 . 1 -
Siendo f(x)=e™ , calcular un valor aproximado dﬁ f (x)dx utilizando la regla del
trapecio con 20 sub-intervalos y obtener un mejaata para el error cometido (considere

gue los valores dieson exactos!). Cudl es el error maximo absoluiisille para los valores
def si se pretender que el error de redondeo no gesisual error de truncamiento?

Solucioén:
Siendo h=1/20, la funcién ser& evaluada en los puntos:

X, =ih, para i=0.1,...,20
Un valor aproximado de la integral sera entonces:




1

T, 1 19 _[fr
jo e X dx= 2—20 e’ + ZZe 2] +e?| =0.7467
i=1

Dado quef "(x) = (4x® —2)e‘X2 el maximo valor que toma en valor absoluto emtgrvalo [
0; 1] es 2, concluimos que el maximo error de tammento esta dado por:

2 2
L (W20, 5 yo1g
12 12

Si se pretende que, <|E(f)| se debera imponer qub:-a)e < 42*10™

(b_ a)M 2

por lo ques = 42x10™ sera el maximo error absoluto permitido en eluéalde cada valor de
f.

Regla de Simpson

Consideremos ahora polinomios de grado menor ¢ ggdacada uno interpolandd an tres
puntos igualmente espaciados.

El nimero n de sub-intervalos debera ser par, pa@a pardbola interpolante es definida en
dos sub-intervalos consecutivos.

3

E=ap XX Xy Xy Xy h x

b-a
N

Definimos nuevamenteh =

, los extremos de los sub-intervalos seran lostgsun

x, =a+ih parai=0,1,...,N.
Siendo y el valor def enx;, el polinomiop; que interpola &en los puntos;.i, X Y Xi+1

Regla Simple de Simpson

La idea es sustituir una funcion f e integrar ggyaéinomio de Newton Gregory de grado i=2,
Ay,

esto es,p,(X) =y, +Ay,s+ >

s(s-1)

2

= Ib F(x)ax =Ib P, (X)dx = j:(yo +Ay,s+ £, S(S—l)jdx

2!




Teniendo en cuenta la relacion entre las variablgsx, y quea=x, Yy b=x,;, entonces la
expresion anterior admite la siguiente simplificaci

(X_ Xo)
h

Comos= entonces skE1/hdx, esto es xkEhds

Parax=x, =»s=0
Parax=x, =» s=2

Yo o(s- 1))hds —h{yos+ ny, S yo (f )j

0

|_j f(x)dx~j p,(X)dx = '[{y0+Ayos+

Ny, 8 Ny, 2 1
:h(2y0+2Ayo+ ) (3—2)]:h(2y0+2Ay0+ ) (3)]:h(2y0+2(y1—y0)+3(y2 —2y1—yo)]

h
=§(yo +4y1 +y2)

Por lo tanto si se sustituy@or p,(x) obtenemos para la integral la siguiente expresi

h
= [} Ooa=[] p, (9 = 2 (v, +4y, +y,)

Regla Compuesta de Simpson

Para obtener la formula compuesta de Simpson, lse digidir el intervalo Integrandp en

intervalo .1; ] ,[%; %+1] Ui=1,2,..,n-1, . De esta forma, se obtiene:

h h h
= PO =2 (v +4ys + )+ 5 (v +4ya +ya) + oo+ (o = #4Y0s +¥0)

Por tanto:
Sumando para todos los sub-intervalqs; [x+1], coni = 1; 3; ... N- 1, se obtiene:

b h
(F) =[] F00ck= (v 4y, 42y, + 4y, 42y, ++ 2y, + 4y, + V)

Donden es un numero patr.
Error de truncamiento

En el intervalo [xi; Xi+1], el error de aproximacion depor p es:

Ppla) = ,1”1 I e fix RN SR .."-{_ T g g a - aq)

f ydr par ﬂ p (ede, E,

Entonces, el error de aproximacion = L sera:




AT ATy g1
f_,, / £l --!':IIJI--!' / ..F...!'; 1o i i, -!r! T W i |r: Tieq :-uf..:'
ity FEy_1

Considerandé de clase & se demuestra entonces que:
h5
E =-—f9E,
iy (&)

para algung,; O [Xi—l’ Xi+1]
El error de truncamiento de la Regla de Simpsonil@sta se obtiene ahora por:
El error de la férmula compuesta es la suma dermses cometidos en cada dos N/2 pares de
sub-intervalos, un par contiene tres puntos, esto e
Els = El + Ez et EN/Z

5
SiendoE; = _20 f@@E) parag, Dl.XZ(i—l)’XZiJ

Determinando un limitante para el errd#,4 = maﬁf “’(x)‘ . Entonces:

asXxsi

‘Ei\ Sh:M4-)\Els\ sﬁ\Ei\ ')‘Els\ gﬁhiwu
90 2 2 9C
Conh=2"2 entoncesE,| < (b-a) h*M,

18C
El error de la férmula compuesta de Simpson eslop@nto:

E(f):—(bléca)hs‘m

DondeM4=maxmat>j f@ (x)‘

Error de redondeo

Considerando que cadatiene un error absoluto maxingpel error de redondeo en la regla
de Simpson satisfacera la condicion:

N9 |h
€, = 26[3(% +4y1 +2y2 +4y3 +"'+4yN—l + Yn )}9

i=o i

:2(s+4e +2e+4¢ ...+4e+s)

:D 5+E4g +[N—1j2£+g =D3N£
3 2 2 3

=(b-a)¢

Un mejoramiento para el error absoluto total la aplicacion de la regla de Simpson, sera
dado por:




E(f) +e,
Ejemplo:

Siendo f(x):e‘XZ calcular un valor aproximado d§01f(x)dx, utilizando la regla de

Simpson con 12 sub-intervalos y obtener el erreokibo total cometido (considere que los
valores dd son exactos!).

Solucién:

Siendoh = 210 , la funcion sera evaluada en los puntps:ih, parai=0,1,...,12

Un valor aproximado de la integral, por la regleSilmpson, sera entonces:
2j+1 2j+2

I:e‘xzdlelalz e’ +4Ze‘[7} +2Ze [ 12 } +e?t
=0
= 0.746825

calculando: f ¥ (x )se obtiene:
fOx) = (16x4 - 48x? +12)e'Xz

el maximo valor que toma en valor absoluto en &riralo [ O0; 1] es 12, concluimos que el
maximo error de truncamiento esta dado por:
(1/12)

max 18c

x12=32x107°

b-a (4)
18C( )‘

Regla de Simpson deg

La regla de Simpson dg consiste en aproximar la funcion mediante unacalltt! resultado

es

3n
S 8(3/ *2 ) y.+3Zy.+yNj

8 i=36,9,... i=resto

b-a
N

Esta regla es mas complicada. La primera sumagwmia incluye aquellas i's que sean
multiplos de 3. La segunda el resto, es decirj'sague no sean multiplos de 3. Entre las 2
cubren desde 1 hasta N-1. Para una cubica se megulepuntos, por lo cual se utilizan 3
intervalos. Por esta razon N debe de ser un mulide!3.

con:h=




Error de truncamiento:

_ _(b-a), 4,
ET =——n"*f
ac @)

Regla del Rectangulo

Por ultimo consideremos que la funcion se aproxporaun polinomio de grado 0, es decir, se
supone que en cada intervalo la funcién es comstabéomeétricamente se aproxima la
integral mediante rectangulos. La formula es

Error de truncamiento:

b-a
2

E, =~ 2hf(p)

Resumen de formulas de Newton-Cotes Cerradas

Reciben este nombre cuando el primer y el Ultinto da consideran dentro del dominio de
integracion.
Dados los puntos:

X0 X1 X2 s XN-1 XN
f(Xo) f(Xl) f(Xz) e f(XN_l) f(XN)

Las férmulas cerradas tiene la forma:

j:f(x)dx= ah(w, f (X, +w, f(x)+...+ W f(x,))+E

» Regla del Trapecio (n=1)

% _h R,
J,, F09ex=2(f () + F(x)) =5 F"(6) dondex, <&<x,

» Regla de Simpson 1/3 (n=2)

x 5
Lozf(x)dx=2(f(x0)+4f(x1)+ f(xz))—% f@(g) dondex, <&<Xx,

» Regla de Simpson 3/8 (n=3)

X3 5
LO f (x)dx = 3—8h(f (%) +3f (%) +3f (x,) + f(xS))—% f @ (g) dondex, <&<x,




= nN=4

:
wf (X)dx = i_;(ﬂ (x,) +32f (x) +12f (x,) +32f (x,) + 7 (x4))_2%5f © (e)

Xo
donde x, < £<Xx,

Formulas de Newton-Cotes Abiertas

j: f (x)dx = ah(w, f (%) +w, f () +..+w,_ f(x,,))+E

Reciben este nombre debido a que no se toman atados valores extremos dentro del
dominio de integracion. Las férmulas cerradas tidadorma:

Regla de Punto medio (n=0)

Xo 3
LO f (x)dx = 2h(f (xl))+% f"(e) dondex, <& < X,

= n=1

X3 3
[ f(x)dx=3—;(f(xl) + f(xz))+% f"(€) dondex, < &< x,

= nN=2

X4 5
LO f(x)dx:%h(Zf (x) - f(x,)+2f (x3))+% f@(g) dondex, <é&<Xx,

= n=3

Ixs f(x)dx = 2—2(11f (x) + f(x,)+ f(x)+11f (x4)) +91_Eji @ (e)

Xo
donde x, < £ < X,




Cuadratura Gaussiana

Las formulas de integracion vistas antes requigrense conozcan los valores de la funcion
cuya integral se va a aproximar en puntos uniforemden espaciados. Sin embargo si la
funcion esta dada explicitamente, los puntos peabtuar la funcion puede escogerse de otra
manera que nos lleve a una mayor precision dertxiapacion.

La cuadratura Gaussiana se preocupa en escogeutdgs de evaluacion de una manera
Optima. Esta presenta un procedimiento para esdogefmlores x X, ... ,.% en el intervalo

j:f(x)olx;ici f(x)

[a,b] y las constantes,cc, ... ,G, que se espera minimicen el error obtenido al raala
aproximacion:

Para determinar los puntos donde debe evaluafs@d&n se usan los llamados polinomios
ortogonales, siendo las raices de este polinomsigl® se toman como punto de evaluacion
de la funcion.

Polinomios ortogonales

Se dice que el conjunto de funcione {l,,... )} es ortogonal en <a,b> con respecto a la
funcion w(x®0, siempre y cuando se cumpla:

I:l“k(x)‘“i (X)w(x)dx =0 para j #k

o [, (9w, (w(x)dx>0 para j =k

Si {P1,W2,...Pn} €s un conjunto de polinomios ortogonales defisigm el intervalo abierto
<a,b> respecto a una funcion peso continua i ¥s un polinomio de grado k, para todo
k=1,2,3,...n : entonces se dice guletiene k raices distintas y estas raices se etraneen el
intervalo <a,b>.

Casos importantes de Polinomios Ortogonales

= Polinomio de Legendre

= Polinomio de Laguerre

= Polinomio de Hermite

= Polinomio de Chebyshev

Aqui nos ocuparemos del Polinomio de Legendresteldéante puede investigar acerca de los
otros Polinomios ortogonales.




Polinomio de Legendre

Se considera la funcion de peso: w(x)=1y el irdkrde integracion [a,b]=[-1,1] y se pueden
obtener asi:

1 d"(x2-1)"

P (x) = aran= 012,.....

n(%) 2"t dx" P o
_2n+l n

o I:)n+1 - n+1 XPn(X) n+1Pn—1(X)

Tabla de Polinomios de Legendre:

Pn(X)
1
X
(3%-1)/2
(5x-3x)/2
(35X-30x°+3)/8
(63x-70x°+15x)/8

g WNF OIS

Una propiedad de estos polinomios ortogonales esaglas sus raices son reales y simples,
ademas se encuentran en el intervalo [a,b].

Cuadratura de Gauss-Legendre:

Consideremos la cuadratura Gaussiana para evaluar:

= [ f b

Donde [a,b%[-1,1], los limites de integracion debe ser [-1pDr lo cual recurrimos a un
cambio de variable:
t=(b—a)x+(a+b)
2

dt:MdX
2

Reemplazando tendremos:

[ttt = (b;a)r f(‘b‘a)“(b*a)de: 2o e i) E

-1 2

Siendox; las raices o ceros del polinomio de Legendre déaqyin”
Ademas:




A continuacion se muestra una tabla conteniendofdo®res de peso y los ceros del

2

C = >
(P'n (Xi ))2(1_ X; )

E- 22n+1(n!)4 f (2n) (9)
(2n+1((2n))°

0f-11

polinomio de Legendre pa(g) para diversos valores &¢”.

Tabla de Gauss Legendre

N Xi G
1 0.0 2.0
2 -0.577350269189626 1.0
+0.577350269189626 1.0
3 -0.774596669241483 0.555555555555556
0.0 0.888888888888889
+0.774596669241483 0.555555555555556
4| -0.861136311594053 | 0.347854845137454
-0.339981043584856 0.652145154862546
+0.339981043584856 0.652145154862546
+0.861136311594053 0.347854845137454
5 -0.906179845938664 0.236926885056189
-0.538469310105683 0.478628670499366
0.0 0.568888888888889
+0.538469310105683 0.478628670499366
+0.906179845938664 0.236926885056189
6 | -0.932469514203152 | 0.171324492379170
-0.661209386466265 0.360761573048139
-0.238619186083197 0.467913934572691
+0.238619186083197 0.467913934572691
+0.661209386466265 0.360761573048139
+0.932469514203152 0.171324492379170

Donde N es el numero de puntos

Problemas Resueltos

1. Dados Los siguientes puntos de una fungiérf(x)

@ 0 1 2

3 4

y | 0.7 204 4.T1

411 3.80




. . : 4
Determine un valor aproximado de la mtegfoaf (X)dx.

(a) Por la regla del trapecio.
(b) Por la regla de Simpson.
(c) Por el polinomio que interpola aquellos puntos.

Solucién:

(a) Regla del Trapecio:
l =2(yo F2y H 2y, )
h=x,, =X
En este caso, como n = 4 (5 puntos), tenemos
j: f(X)dx = ;(y0 +2y, +2y, +2y, +v,)=12.2(0)
(b) Regla de Simpson:
[ 1000k= (v, +4y, +2y, +4y, .t 2y, + 4y, +y,)
Aplicando la regla de Simpson a este problemantese
[ f(oax= ;(yo +ay, +2y, +4y, +y,)=12203)

(c) Polinomio Interpolante de Newton
Célculo de la tabla de diferencias,

(Ay;)
- i Ay, Ay, A%y Aly,
o 0.78
1.26
1| 204 0.41
1.67 —1.68
2| a1 ~1.27 2.43
0.40 0.65
3| 411 —0.62
0.22
4| 380
El polinomio interpolante de Newtd?y(X) se obtiene directamente a partir da tabla de
diferencias,
P09 = o+ 0 (x=0) + o (x=0)(x=D) - P (X~ O)(x~D(x-2) +
233

T(X —0)(x=-D(x-2)(x—-3)
078-0.0875¢+ 2.112%> — 0.8625¢® + 0.097 Ix*




Por lo tanto la integral dey) es:
4
[ 0ok = 078 00875 , 21129 , 08625 , 00971,

~12.1(8)

0

2. Calcule por la regla de Simpson un valor aproximddda integralfsin(x)dx con 3
digitos significativos correctos. Verifique quevalor obtenido esta debidamente proximo
al valor verdadero integral.

Solucion:

El calculo de la integral_[fsin(x)dx

Con 3 digitos significativos correctos, equivaleoasiderar un error maximo absoluto de 5 x
10°.

En seguida, vamos a calcular el nimero de intesvigdar) que es necesario considerar en la
aplicacion de la regla de Simpson:

h4 (4) -3
\et\sl?c\b—aqggggf (§) £5x10
En que:
@ (g = i - _a_n ,_b-a
max f ©(£) =maxsin(¢) =1 (b-a)=_ ,h=""_
Tenemos entonces:
&) 7 m T
A2n/ " %1<5x10°% « n>4 on=2 0O h==2
180 2 24 x2x180x5%x107° 4

Aplicando la regla de Simpson:

./”3 sinfx) de =~ % lsin{ll:l + 4 r{ull:%] -+ :«iu[%]‘ - 1,00(2).
3. Calcular la integral de:
g -
I = dz

con un error menor que 5x10
(a) Calcule la integral por la regla de Simpson.
(b) Cuantos intervalos seran precisos para la reglaajscio?
(c) Duplicando el numero de intervalos, de que mareniars afectado el error de cada
una de las reglas.

Solucioén:

Céalculo de las

12 28 32 ¢ 42 derivadas de  fiz) -




(1. 4 12 24 24)
+F,

Todas las derivadas sucesivad(@gtienen la forma:

_X(a b j
e S+ = +..|
X X

Analizando esta expresion facilmente se concluyeejwalor maximo, en el intervalo entre |
1;2], ocurre para=1

I ope | FI .
max | fUlx)] = f7(1) =~ 1.54

)| = F1) ~ 230

a.) Error de Simpson:
Calculo del nimero de intervalos (par) de modoatamgizar un error inferior a 5 x 0

: M , L ptdtcen| |
g = e b= max [FYEN] 5w 10T
' ETE |
() - B —1 4 23.9 )
—— % 1x239 < 5x10 = N2 g = 4.4
i 1|r I1=0 = 5= 10~

En este caso, para ser totalmente rigorosos demesieonsiderar 6 intervalos (n = 6), no
obstante optamos por utilizar apenas 4 intervatmque la expresion que nos da el error
de la regla de Simpson es muy pesimista con reséctalor obtenido para (4.04) y
ligeramente superior a 4.

Aplicando la regla de Simpson, considerando n sktenemos entonces:

S ho|, 5, 3, T e i
/I Fla)de =~ —; ._,F|_1:| 44 _,F|_£_| 42 _,F|_§_| HI_I + fl2) | = 0.17is) .
b.) La regla del trapecio
Célculo del nimero de intervalos de modarantizar un error inferior a 5x10

. L2 It | [ gty v ] - A
[ — [ o T
<73 - mmc Frel = bhx10
(L2 f 23.9
S xlxlAd S Ax10Y & onzx——M—— = n=18
12 Y 180 x 5 x 101

c.) Duplicando el nimero de intervalos:




I 0 T
Regla del trapeci([\," ) el error es dividido por 4

1™
X!
K

) el error es dividido por 16

j o

Regla del Simpsor,ltE'

4. Utilizando la cuadratura de Gauss-Legendre (n=s2j)ne la siguiente integral:

_ (5 e
I—L e dt
Solucién:
a=1.b=2. haciendd = @L5-D)x+ @15+1) _ 05x+ 25 _ X+5
2 2 4
dt = &
4
x+5)2
15 2l _(T] (}/
L e dt —Le 4)dx
x+5 2
17 (1
F(x =e( 4] =
) ( 4j
[, FOdx= c,F (x) + &,F (x,)
T F(x)
1 |1 |+0.5773502692 0.03577622856

2 |1 -0.5773502692 0.07362403263

1=0.1094002612




Problemas Propuestos

1.- Calcule

r—:'l |I|l|.:'l dx

con un error absoluto maximo de 5 x10-4: lpgegla del trapecio.

2. Determinar:
.1

Jo log {1 + sinfx}jd,

con un error absoluto maximo de 5 x10-4:
a.) Por la Regla del trapecio

b.) Por la Regla de Simpson

3. Utilizando la regla de Simpson, determinar uilervaproximado det, con error
maximo de 5x10. Recuerde que :

7 — arctanj Ly = _L? 1+—r_|-rJlI

4. Calcular:
Ll wtan{x b,

con un error absoluto maximo de 5%10
(a) Por la regla del trapecio.
(b) Por la regla de Simpson.
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