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PARTE |
Responda las siguientes preguntas:

1. (1.0P) Dado el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:
1
X3+ x, — 5= 0= f1(x1,%2)

xlz_x% =0 = f5(x1,x3)

Complete la siguiente tabla:
Numero de soluciones reales

Jacobiano J de la funcion
vectorial F = [f3; f>]

Matriz Inversa de Jr evaluada en
[1/2;1/2]

Primera aproximacion utilizando
el método de Newton con punto
inicial [1/2;1/2]

Solucion

Numero de soluciones reales 2

Jacobiano J de la funcion _ (3x? 1
vectorial F = [f;; f>] Jr G, X2) = <2x1 —2x2)
Matriz Inversa de J» evaluada -1 _1(4 4
en [1/2;1/2] i aram =3, 5)
Primera aproximacion 2(1;1) 6 (0.4285; 0.4285)
utilizando el método de 4
Newton con punto inicial
[1/2;1/2]

Pagina 2|14



EXAMEN FINAL DE METODOS NUMERICOS (MB536)

2. (1.0P) Se requiere calcular la energia acumulada en el intervalo [0, /2] de un
proceso fisico modelado por: f(x) = e*cos (x). La energia se obtiene integrando

f(x) en dicho intervalo.

Implemente en MATLAB el método del trapecio compuesto y el método de
Simpson 1/3 compuesto, ambos con n = 4 subintervalos. Complete los espacios

en blanco.

clear all
% Define anonymous function

f=@

% Symbolic exact integral
syms X

|_sym = int(f(x), O, );
|_exact = double(l_sym);

% Composite Trapezoidal Rule
a=0;

b = pi/2;

n=4;

h=(b-a)/n;

xvals = [a:h:b];

|_trap = (h/2)*(f(a) + 2*sum(f(xvals(2:end-1))) + f(b));

% Composite Simpson's Rule
xodd = xvals(2:2:n);

xeven = xvals(3:2:n-1);
|_simp = (h/3)*(f(a) + 4*sum(f(xodd)) + 2*sum(f(xeven)) + f(b));
% Error comparison

error_trap = abs(l_trap - |_exact);

error_simp = abs( | simp - | exact);
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3. (1.0P) Dado el conjunto de datos x=[1.5,2.0,2.8] y f(x)=[3.2,4.5,6.8] elabore la
tabla de diferencias divididas hasta el segundo orden, obtenga el polinomio

interpolante de Newton de grado dos y utilicelo para estimar el valor de f(2.3).

Solucioén:

Tabla de diferencias divididas:

i X f(x) Diferencias

0 1.5 3.2 f[x0,x1] = 2.6 f[x0,x1,x2] =
0.2115

1 2.0 4.5 f[x1,x2] = 2.875

2 2.8 6.8

Polinomio de segundo grado de Newton:

Pn(x) = f(x0) + f[x0,x1](x - x0) + f[x0,x1,x2](x - x0)(x - x1)

Pn(x) = 3.2 + 2.6(x - 1.5) + 0.2115(x - 1.5)(x - 2.0)

Interpolacién en x = 2.3:

Pn(2.3)=3.2+2.6(2.3-1.5) + 0.2115(2.3 - 1.5)(2.3 - 2.0)

Pn(2.3) =3.2+2.08 + 0.05076 = 5.33076 = 5.331
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(1.0P) Considere la siguiente ecuacion diferencial ordinaria con condiciones de
frontera:
y'+2y +3y+4x=0
y'(0)=1

y=2
Aplicando el método de diferencias finitas se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones lineales:
-5 a b 1Vo u
[ c -5 d l yll = [v]
e f =51 w

Complete los coeficientes faltantes justificando su procedimiento.

Solucion

y-1 v y3
y0 y2

1

x0=0 x1=0.5 x2=1

Emplearemos los nodos ficticios y-1 e ys, con h=0.5

Parai=0, 1, 2
Yo B | g Yt Y 43y 44, = O
Condiciones de frontera:
V1 ;hJ’—1 —1
J’32_h3’1 — >

Reemplazando para Yo, Y1 € Y2:

-5 8 01[Yo 2
2 =5 6 ||Vi|=|-2
0 8 =512 —16
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PARTE II

Problema 1 Sea el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

fi(x,y) =x*—20x+y?+8 ,

f(x,y) =xy?*+x—20y+8

a) (1.0P) Plantee un esquema iterativo 1.5}
de  aproximaciones  sucesivas,
garantizando el cumplimiento del . |
criterio de convergencia. Comente
acerca de la tasa de convergencia.

b) (2.0P) Realice 03 iteraciones del o 4 ——
método de aproximaciones sucesivas
a partir del valor inicial mostrado en % - ; -
el gréfico. X

c) (1.0P) Calcule el error relativo
porcentual en cada iteracion utilizando la norma infinita. Analice si los
resultados coinciden con lo concluido en el item a).

Solucion

a)

x=G.(x,y) = (x> +y2 +8)/20
y = Gy(x,y) = (xy? +x +8)/20

Tomando punto inicial (0.5,0.5)

] = 1] =
x oy 1 1
10 10 20 20
2 11
y o 1 xy —
E—I_E 0 16 40

Se obtiene una norma infinita del Jacobiano de 0.1, por lo que se concluye:
Es arreglo es convergente por ser menor a 1.

La convergencia es bastante rapida por ser un valor muy cercano a 0.
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b)
Xnt1 = (X5 +y7 +8)/20
Yn+1 = (xn%% +x, + 8)/20

| X | y | Errrel(%) |
10.500000000000000]0.500000000000000|NaN |
10.425000000000000/0.431250000000000)(17.391304347826090)|
10.418330078125000/0.425202001953125(1.568647806069194 |
10.417789839836451/(0.424698139676255/0.127205240164495 |

c) Los errores calculados con la norma infinita toman valores de 17.39%, 1.57%
y 0.13%, segun la tabla anterior.

Como el error es decreciente el método es convergente

Se observa que la convergencia es rapida por lo que es acorde a lo indicado en a)
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Problema 2 En un laboratorio de ingenieria de materiales se realizan pruebas para
analizar como varia la viscosidad cinematica ( u;, en m?/s x 107 ) de un lubricante
en funcion de la temperatura ( T, en °C ). Los siguientes datos experimentales, que
presentan un grado de ruido inherente a las mediciones, han sido obtenidos:

Temperatura T ( °C) 0 20 40 50

Viscosidad u,( m?/s x 107%)  1.787 1.003 0.659 0.547

(@) (1.0P) De la tabla se obtuvo el siguiente polinomio interpolante cubico
P(T) = a x (T — 20)(T — 40)(T — 50) + b x T(T — 40)(T — 50)
+¢ X T(T —20)(T — 50) + d x T(T — 20)(T — 40)
Hallea, b, cyd.

(b) (2.0P) Calcule el spline cubico natural para estimar la viscosidad cinematica
a 35°C.

(c) (1.0P) Utilizando el spline cubico natural obtenido en el inciso (b), calcule la
razén de cambio instantaneo de la viscosidad cinemaética respecto a la
temperatura cuando T=20 °C. Adicionalmente, discuta brevemente las ventajas
de emplear splines cubicos en lugar de un Gnico polinomio de alto grado para
este tipo de interpolacion.

Solucién:
(a) a=P(0)/((-20)(-40)(-50))= -4.4675*1e-5
b =P(20)/((20)(-20)(-30))=8.3583*1e-5
c=P(40)/((40)(20)(-10))=-8.2375*1e-5
d=P(50)/((50)(30)(10))=3.6467*1e-5

(b)
Temperatura Viscosidad f[,]
h1=20 0 1.787 -0.0392
h2=20 20 1.003 -0.0172
h3=10 40 0.659 -0.0112
50 0.547

(28 28) (1]\\2) - (096133626)
M1=0.00163363

M2=0.0000654545
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Cada fila corresponde a un intervalo de temperatura:

: rIIEe(E\gIO a; b; Ci d;
[0,20] 0.00013636 0 -0.04465 1.787
[20,40] -0.0001318 0.000818 -0.02829 1.003
[40,50] -0.0000009 0.00002727 -0.0113818 0.659

Funciones Spline Cubico
Intervalo1: 0 < T < 20

So(T) = 0.00013636 - (T —0)3 + 0 (T —0)? — 0.04465 - (T — 0) + 1.787

Intervalo 2: 20 < T < 40

$,(T) = —0.0001318 - (T — 20)* + 0.000818 - (T — 20)? — 0.02829 - (T — 20) + 1.003

Intervalo3:40 < T <50

S,(T) = —0.0000009 - (T — 40)3 + 0.00002727 - (T — 40)% — 0.0113818 - (T — 40) + 0.659

Evaluando en T=35
5,(35)=0.718*1¢-6

(©)
So(T) = 0.00013636 - (T — 0)® + 0 - (T — 0)% — 0.04465 - (T — 0) + 1.787

SL(T) = 3 % 0.00013636 * T2 — 0.04465
S4(20) = —2.8290 * 1078

Los splines cubicos evitan oscilaciones excesivas que surgen con polinomios
de alto grado, ofrecen mayor estabilidad numéricay precision local, y permiten
ajustar suavemente los datos manteniendo continuidad en las derivadas, siendo
ideales para datos con ruido experimental.
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Problema 3

En una autopista mojada por la lluvia, se observa que la resistencia al avance de un
automovil (debida a la friccion con la pelicula de agua en el asfalto) depende de la
velocidad del vehiculo. Ingenieros de transporte han medido experimentalmente esta
fuerza de friccion en varios puntos de velocidad para evaluar el comportamiento del
neumatico en condiciones himedas.

La relacion entre la fuerza de friccion F (en N) y la velocidad del vehiculo v (en m/s)
es la siguiente:

Velocidad, v 0.0 05 1.0 15
(m/s)
Fuerza, F (N) 0.0 12.5 21.0 28.0

(@) (2.0P) Use la regla de Simpson 3/8 para estimar el trabajo en Joules realizado por
la fuerza de friccion cuando la velocidad varia desde 0 m/s hasta 1.5 m/s, evaluando la
siguiente integral:

15
w =J;) F(v)dv

(b) (1.0P) Estime W usando la regla del trapecio y usando los mismos datos.

(c) (1.0P) Calcule el valor de la diferencia entre los resultados obtenidos por Simpson
3/8 y el trapecio. Comente cual es mas preciso y por qué.

Solucion

(a) Método de Simpson 3/8:

Seah=(15-0.0/3=05

F(0.0) = 0.0, F(0.5) = 12.5, F(1.0) = 21.0, F(1.5) = 28.0
Aplicando la formula de Simpson 3/8:

W = (3h/8) x [0 + 3fl + 32 + 3]

W = (3%0.5/8) x [0.0 +3(12.5) + 3(21.0) + 28.0]

W=0.1875 x [0+ 37.5+ 63 +28]=0.1875 x 128.5=24.09375J
(b) Regla del trapecio:

W= h/2 x [f0 + 2f1 + 22 + 13]

W = 0.5/2 x [0.0 + 2(12.5) + 2(21.0) + 28.0]
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W = 0.25 x [0 +25+42 +28] = 0.25 x 95=23.75 J

El método de Simpson 3/8 da un resultado méas preciso ya que considera una mejor
aproximacion con polinomios de tercer grado.

(c) Calculo de la diferencia:
Error = |Simpson 3/8 - Trapecio| = [24.09375 - 23.75| = 0.34375 ]

El método de Simpson 3/8 presenta menor error porque ajusta mejor la curvatura de
la funcion comparado con los segmentos lineales usados en el método del trapecio.
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Problema 4 Una polea sélida (disco) de masa m; = 4.0 kg y radio r = 1.0 m, esta

. N-
conectada a un resorte torsional con constante ¢ = 16 ?TZ . Una cuerda enrollada a

la polea sostiene una masa m, = 2.0 kg en un extremo

(el otro extremo esta fijo). La gravedad es g = 10 m/s?.

Ecuacién del movimiento:

(m1+ )..+CF
—+tmy )X +—=x=m
2 2 ) 29

con condiciones iniciales x(0) = 0,x(0) = 0. Figura 4 Sistema mecénico
Se pide:

a)

b)

(1.0P) Escriba el sistema en forma vectorial Z = F(t,Z), donde Z = (x,%)".
Demuestre que F(t,Z) , cumple con el teorema de unicidad. ¢(Por qué es
importante este teorema en la solucién numerica?

Nota: Para la constante de Lipschitz puede usar norma infinita de /.

(1.0P) Aplique dos pasos del método de Euler modificado (Heun) vectorial con
h = 0.5 s para aproximar Z(0.5) y Z(1.0) . (Puede usar el algoritmo por
elementos).

(1.0P) Si La solucion analitica es: x(t) = 1.25(1 — cos (2t)), Calcule el error
absoluto en t = 0.5sy t = 1.0 s comparando con la solucion numérica de (b).
Justifique como el tamafio de paso h afecta la precision.

(1.0P) Si usaramos el método de Euler explicito (estandar) en lugar del modificado,
¢,como cambiaria la precision de los resultados? Justifique en términos de
estabilidad y orden del método.
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Solucién

Z1 = X Zl _ Zy
I A R Fr

Z =F(t,Z) , Cond. Inicial: Z(0) = [g]

Teorema de unicidad aF(tz) ”

O” = 4 < L,la constante de Lyspchitz

acotada en el dominio. S| cumple el teorema de unicidad.

Es importante porque la solucion numérica sera estable dentro del dominio dety
sera Unica.

b) Método de Euler modificado, h=0.5 seg. N= 2pasos.

21:0;22:0

7 = [2] thxs 4 zl] = [2(.)5]

L O T e B

Z1 = 0.625; Zy = 2.5

Z0) = [2] +hx [5 4 * zl] 13?7755

20 =[lemz([s 4+ s as ) =0

c)
t; Xeyler x(t) Error absoluto
0 0 0 |
1 0.625 0.5746 0.104
2 2.1875 | 2.416 0.417
t; Xouler x(t) Error absoluto
0 0 0 | e
1 2.5 2.1037 0.3963
2 2.5 2.2732 0.2268
El método es de orden 2 --> h”2  errores del orden de %,

Esta en el orden esperado por h. Al disminuir h, por ejemplo, h=1/4 tendremos
errores del orden de ~0.06

d) Euler explicito es de orden 1 (error O(h)), mientras que Euler modificado es
de orden 2 (error O(h2)).
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El método explicito seria menos preciso para el mismo h, especialmente en
sistemas oscilatorios como este, donde puede introducir inestabilidades si h es
grande.
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