Universidad Nacional de Ingenieria
Facultad de Ingenieria Mecanica P.A. 2007-1
Area de Ciencias Basicas y Humanidades 07-08 - 2007
Duracién: 1:50m
Examen Sustitutorio de Célculo Numérico (MB535)

Sélo se permite el uso de la hoja de formulario que se adjunta

Problema 1

a) Dada la funcién f(x) =x—-2+Inx. Justificar que f(x) tiene una Unica solucién en
el intervalo [1,2], gréficamente y analiticamente. (1Pto.)

Solucion

f(x) =0 < Inx=2-x. Podemos entonces verificar graficamente que existe apenas
una raiz en el intervalo [1, 2]:
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Demostrando analiticamente:

Existencia:
fxf(2)<0
Unicidad

1 . Sl
f'(x)=1+—>0=>f es creciente = Solucidon unica
X

b) Complete la siguiente tabla de diferencias divididas: (1.5 Ptos.)
X y yL.] yL.] Y]
a 1
2
1 3 h
f c
2 5 2
g
d 11
Solucién

Planteando las diferencias divididas:
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5—_3:f:>f:2
2-1
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a2 97327 ¢
u:h:>h:0
2—a

9= _,,072_,
d-1 d-1
2-h 2

Z _-c=>Z=c
d-a d

Resolviendo se obtienen dos conjuntos de soluciones que satisfacen la tabla:

a=0 f=2 h=0 c=2/3 d=3 g=6
a=0 f=2 h=0 c=-2 d=-1 g=-2

c) Desarrolle un programa que permita buscar todas las raices de una funcion
cualquiera fun. La bdsqueda se realizara en el intervalo [a, b], considere un paso de
h, verificando si existe el cambio de signo, en caso afirmativo, aplique 10
iteraciones usando el método de la Biseccidn para mejorar la precision de la raiz.
Complete la funcion en Matlab.

function r=raices(fun,a,b,h)
% r : Vector que contiene las raices calculadas
% fun : Cadena de caracteres que definen la funcion a resolver
f=inline(fun);
for x=a:h:b
x1=x;x2=x+h;
if ( (1 Pto.)

Solucién
function r=raices(fun,a,b,h)
f=inline(fun);
r=[l;
for x=a:h:b
x1=x;x2=x+h;
if ((f(x1)*f(x2))<0)
for c=1:10
xm=(x1+x2)/2;
if ((f(x1)*f(xm))<0)
X2=Xm;
else
X1=xm;
end
end
r=[r; xmj;
end
end



d) Una placa de 12 cm de lado tiene sus borde mantenidos a las temperaturas
mostradas en la figura. Se desea saber la distribucion de temperatura en el interior

de la placa. Se escogeré un espaciamiento de h=4cm.

La ecuacién de transferencia de calor en ¥ /fF 0
estado estacionario se reduce a Laplace e
o%u  o%u _
+ =0 —100 =100
aXZ ayZ i \\‘ R /
Plantee el sistema de ecuaciones lineales .
luego de aplicar diferencias finitas. # 12
(1.5 Pto.) =100
Solucion
Sistema u=0 u=0
y
12 4 4
P02 I\P12 )
u_loo u=lOO E— T T u=lOO
- NN R e Poi [Pu |Pa e
" Pio  [P2o
1 12 1
u=100 u=100
Nodo Py -4 1 1 0 P, —200
100+ P12+ P21+100'4 P]_]_ZO _ —
Nodo Py 1 -4 0 1||Py|_|-200
P11+ P13 +100+100-4 P2;=0 1 0 -4 1 P, —100
Nodo P, 0 1 1 -—4||P,| |-100
100+0+ Pi3+Pq1-4 P1,=0
Nodo P13
0+ P1»,+100+P,;-4 P13:0

Problema 2

La densidad de energia radiada a la frecuencia & por unidad de volumen en un “cuerpo
negro” que se encuentra a la temperatura absoluta T, que denotaremos por u($,T),

viene determinada por la ecuacion de Planck:

8zh 9°
U T) =54
©en g

Donde h es la constante de Planck h = 6.626*10* J.s, k es la constante de Boltzmann
k = 1.38066.10%% J/°K y ¢ es la velocidad de la luz en vacio ¢ = 3*10° m/s . Se desea
determinar la frecuencia (positiva) a la que se hace maxima la emisién de energia




radiante a una temperatura fija T. Utilice el método de la biseccion , determinando un

intervalo inicial de busqueda de la solucién. (Realice 3 iteraciones) (5.0p)
Sugerencia : Efectué un cambio de variable M = @ y N :E
C
Solucion
Sea
8zh h - .,
M=-—""yN= P se pude reescribir la ecuacion de Planck en la forma:
C
g3
u(¢,T)=M. =
N —
e T -1

Como se busca que u sea maxima, derivando la expresion anterior respecto a 9 e
igualando a 0, se tiene que la méxima densidad de energia se produce cuando

9 9
39{eNT —1}—93NeNT
du T
—($,T)=M. =0
d9( ) NS
e T

De donde se tiene que:

N N
392{e T -1 —93_l|\_|e T =0

La ecuacién anterior tiene una solucion trivial doble: u = 0. Pero esta solucién no tiene
significado fisico por lo que debe ser descartada.

Ahora dividiendo entre 92
N N
3{e T -1 —S_II\_Ie T =0

Haciendo: x :S_II\_I, tenemos:

-1

3(eX —1)— xe* =0

f(x) =3(e* ~1)- xe*
Meétodo de la biseccion:
Localizando la raiz por Bolzano: Intervalo Inicial [2,3]

2.0000 2.5000 3.0000
2.5000 2.7500 3.0000
2.7500 2.8750 3.0000

Hallando la frecuencia: 9

Resultado Final: x = S_II\_I =28750= 9 =2.8750*T /N



Problema 3

Un sistema dinamico presenta la siguiente respuesta en el tiempo:

tseg) |O 02 04 06 08 12 16 2
y(m) |0.871 0.921 0.952 0.972 0.994 0.999 0.999 0.999

. . - - —bt
a) Realice un ajuste por minimos cuadrados usando la funcion: y=1—ae .

Indique a su criterio que tan buena es la funcién de ajuste obtenida?  ( 2.0p)
b) Determine para que tiempo el sistema alcanza el 95 % de su posicion maxima.

(1 .0p)
c) Determine el area bajo la curva y(t) en [0,2] usando el método del trapecio a

partir de la tabla dada y luego integre la funcion de ajuste. Compare los
resultados e indique a su criterio cual de ellos es mas fiable. (2.0p)
Solucién
a)

Agrupando convenientemente:

1-y=ae™
Ln(1—y)=—-bt+Ln(a)
Y=BT+A

Realizando un ajuste lineal para la tabla:

T=t 0 0.2 04 0.6 0.8 1.2 1.6 2

Y=Ln(1-y) |-2.0479 -2.5383 -3.0366 -3.5756 -5.1160 -6.9078 -6.9078 -6.9078

Se obtiene:
B=-28174 A=-2.2349
Y =-2.8174 T - 2.2349
De donde se obtiene:
b=-B=2.8174
a=e"=0.1070
Por lo tanto la funcion de Ajuste sera: y =1-0.1070e 2%
Tabulando:

0 02 04 06 08 12 16 2

t
y 0.871 0.921 0.952 0.972 0.994 0.999 0.999 0.999
¥ =1-0.1070e 287 | 0.893 0.939 0.965 0.980 0.989 0.996 0.999 0.9996

Se observa que los resultados son satisfactorios, con error mas grande para los
primeros puntos de la tabla.



[6:9) T
O Tabulados
x  l-a*exp(-b*t)

0.98

0.96

0.94

0.92

0.9

0.88

0.86
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

b) Teniendo en cuenta que el ymax tiende a 1:

y =1—0.1070e 2%

0.95=1-0.1070e >
t~0.27 seg.

c)

Aplicando Trapecio:

I = IOO'S y(t)dt + IOZ_B y(t)dt =0—;(y(o)+ 2*(y(0.2) + y(0.4) + y(0.6)) + y(0.8))

+%(y(o.8)+ 2*(y(1.2) + y(1.6))+ y(2)) =1.9533

Integrando la funcién de Ajuste:

(L-0.1070e 287 )it =1.9622

O ey N

Se observa que los valores obtenidos son cercanos, ambos con error, trapecio debido
a que supone que las curvas son lineas rectas y la funcién de ajuste debido a que no
coincide exactamente con la funcion exacta.



Problema 4

Resuelva la ecuacion dindmica del circuito, considerando que antes de cerrar la llave S
no habia ninguna energia almacenada en el circuito,R=2Q, L=2H y C =0.5F.

Al cerrar la llave S, se puede analizar el comportamiento dinamico del circuito a partir
de la Ley de Kirchoff para corriente:

V(t) = Rl(t)+L ), L ju(t)dt

Se desea estudiar la conducta dinamica
de este circuito en el tiempo de 0 a 1 seg.

Se pide: o )(
a) Formule el sistema de EDO de primer @

orden incluyendo las condiciones
iniciales. (1.0p) Vi)=sin(3.50 <> i ¢
b) Resuelva usando el algoritmo de
Heum con h;=0.5 y muestre los
valores de i(t) aproximados en
t=0,0.5,1 (1.0p)
c) Resuelva usando el mismo algoritmo
anterior con hy=h;/2 y muestre los
valores de i(t) ent =0,0.5,1.

d) Si se conoce que i(1)~ 0.130168 usando h3=1/8
por el método de Heum, determine una mejor
aproximacion de la intensidad en el tiempo de 1

(1.5p) segundo, usando la extrapolacion de Richardson.

Comente su respuesta. (1.5p.)

Solucion

dl(t)

V(t)=Ri{t)+L—2 j (t)dt

Derivando la ecuaC|on.

dv (1) _ o die) | d%ic) +Liy
dt dt dt? C

Sustituyendo la expresion de intensidad y arreglando la ecuacion, se tiene:

2-
d |§t) D) L 2it) = 35-cos(3,51)
dt at

2i(t)+2i (t)+2i(t) =3,5-cos(3,5t)

a) Como no existe energia almacenada en el circuito, las condiciones para t =0
di(0
ai0) =0.

son nulas, o sea: i(0)=0y it

z1(t) =i(t)

71 (t) =i (t) =22(t)

. o . 35 3,5
Zo(t)=1 (t)=—1 (t)—i(t) +7 cos(3,5t) = -z, (t) —z¢ (t) +7 cos(3,5t)

Se tiene el siguiente sistema:



7 (t) =25 = fy(t, 21(1), 25 (1))

220 =1 () =-220 - 210 + > c05E5 = F2(1 210, 22.0)

2,(0)=0
z,(0)=0

Los resultados de integracion son dados por la tabla:
h=0.5
t 7, ()=i(t) z,(O)=i (1)
0.00 0.0000 0.0000
0.50 0.2188 0.1408
1.00 0.2052 -0.4603

h=0.25
t z®=i(t) z,(t)=1i (1)
0.00 0.0000 0.0000

0.50 0.2018 -0.0414
1.00 0.1389 -0.4227

Extrapolacion de Richardson
0.2052 0 0

0.1389 0.1168 0
0.1302 0.1273  0.1280
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